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CONTROL DE BIFURCACIONES

EN SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES

Alan Véazquez Martinez

Asesor: Dr. Ramiro Rico Martinez

Resumen

El objetivo del presente trabajo es el de analizar las relaciones que guaidan
los pardmetros de un tipo particular de controlador, con la estabilidad de las
soluciones presentadas por el sistema de estudio. Esto se logra por medio de Iz, ca-
racterizacion geométrica de los espacios-fases generados por la respuesta dindraica
del sistema.

Dado que en los procesos quimicos la no linealidad es una ocurrencia condn.
El comportamiento de dichos sistemas puede ser asintéticamente estable, perijdi-
co o atin més complicado (cadtico). El comportamiento que presentan los siste nas
no lineales puede ser caracterizado, desde un punto de vista geométrico, medi:inte
la construccién de diagramas de bifurcacién (inestabilidades y sus transicior es).
El estudio de estos sistemas con fines de control puede basarse en la caracieri-

zacién paramétrica de los espacios-fase generados por la respuesta del siste na;



como consecuencia, el disefio de controladores puede formularse en funcién de
la alteracion en la localizacién de bifurcaciones. Esto puede lograrse med ante
los denominados filtros de lavado. Se considera un sistema que depende d» un
pardmetro simple como medio para ilustrar el uso de dichos filtros. El sistenia es
un modelo para el control de un lazo de conveccion térmica y es un caso espacial

del sistema de Lorenz.
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Capitulo 1

Introducciéon

Existen muchos y muy variados sistemas dentro de la fenomenologia de la Ige-
nierfa Quimica en los cuales, debido a su caracter no lineal, se da la presenci:, de
comportamiento complicado. La presencia de miiltiples estados estacionarics es
tal vez la expresion mds familiar de la no linealidad; sin embargo, la respu;sta
dindmica de tales sistemas puede exhibir comportamientos mucho mas comple jos:
soluciones periédicas, quasi-periédicas y caos [33, 35).

Mas atn, dadas las altas demandas de funcionamiento que actualment: se
requieren de los equipos, se estd empujando a los mismos hacia sus propios limites
de operacién, lo que resulta en operacién sobre regimenes con comportamiento
complicado. Sin embargo, esta condicién “estresada’de operacion, en algunas
ocasiones resulta benéfica; por ejemplo, puede ocasionar turbulencia en un proceso

de mezclado, el cual dard como resultado una mayor eficiencia en el trasporte de



calor y/o masa. En otras ocasiones es un fenémeno indeseable que puede conducir
a vibraciones, producir oscilaciones de temperatura que pueden exceder los litnites
de seguridad, etc. En muchos de tales casos (si no es que en todos), es descable
la manipulacién de dichos sistemas con propdsitos de control.

Claramente nuestra habilidad de controlar sistemas dindmicos no lineale; (de
promover o eliminar sus efectos), tiene una gran importancia practica. Por ello,
no es de extrafiarse por el reciente desarrollo y auge que ha tenido el estudio sobre
el control de los mismos [1, 3, 19, 21, 23, 35].

El comportamiento que presentan los sistemas no lineales puede ser caracteri-
zado, desde un punto de vista geométrico, mediante la construccién de diagr: mas
de bifurcacién. El estudio de estos sistemas con fines de control puede ba:arse
en la caracterizacién paramétrica de los espacios-fases generados por la respt esta
del sistema. Como consecuencia de esto, el disefio de controladores puede formu-
larse en funcién de la alteracién en la localizacién de bifurcaciones. Esto p1ede
lograrse mediante los denominados filtros de lavado. En el presente trabajo zon-
sideraremos un sistema que depende de un pardmetro simple como medio ara
ilustrar el uso de dichos filtros.

El sistema es un modelo para el control de un lazo de conveccién térmica, y el
objetivo de este estudio es el de analizar las relaciones que guardan los pardme tros
del controlador y la estabilidad de las soluciones que el sistema presenta, carac-

terizando el subespacio paramétrico como primer paso hacia la generalizacién de



la aplicacién.

En el capitulo siguiente hacemos una recopilacién de los conceptos mds rele-
vantes en el desarrollo del presente trabajo. Este se ha dividido en cuatro secciones
de antecedentes que tienen una secuencia légica en la aplicacién de esta teor:a en
la tesis; comenzando con sistemas dindmicos no lineales donde se dan los cor cep-
tos y diferentes tipos de estructuras con los que trataremos. Después se describen
los diferentes tipos de bifurcaciones locales y sus formas matemdticas normales,
para pasar a discutir, muy brevemente, las bifurcaciones globales. La teori:. del
uso de control retroalimentado utilizando filtros de lavado aparece como una farte
de este capitulo. Finalmente se hace una breve descripcién del software utili::ado
en la caracterizacién de los espacios-fases del sistema de estudio.

En el capftulo tres se detalla la descripcién del sistema de estudio y sc es-
quematiza el aparato fisico que es base para el modelamiento del mismo, dendo
un panorama general de lo que ha sido caracterizado previamente y de lo que
serd el desarrollo del presente trabajo. En el capitulo cuatro, se presentan los
resultados obtenidos por las simulaciones llevadas a cabo en forma de diagramas
de dos pardmetros, y la caracterizacién geométrica de sus respectivas zonas me-
diante diagramas de bifurcacién y de los espacios-fases generados; asi comc un
breve andlisis de los eigenvectores de cada espacio. Las conclusiones del trabaio y
sugerencias o recomendaciones que se hacen sobre la direccién de la investigacién

futura se dan en el capitulo cinco.



Capitulo 2

Antecedentes

No es dificil identificar la gran variedad de sistemas no lineales que podemos
encontrar en el modelamiento de los mismos dentro de la Ingenieria Quiriica
[33]. Recordemos tan solo los casos estudiados en cualquier curso de Ingenieria
de Reactores, por poner un ejemplo. Estos sistemas se han venido trabajando (en
cuanto a su control), por medio de los métodos cldsicos de control linealizados |31].
Estas metodologias consisten basicamente, en el manejo de la linealizacién del
modelo dentro de un rango alrededor de un pmltd estacionario; trabajando It ego
la respuesta de dicho modelo en funcién del tiempo. Sin embargo, se tiene la gran
desventaja de que las soluciones a tales métodos dependen de que tan alejados nos
encontremos de éste punto, existiendo casos en los cuales no es necesario alejrse
demasiado de dicho punto para que nuestra solucién comience a ser incorrecta

y/o dificil de trabajar.



Por lo anterior, y buscando tener puntos de referencia en cuanto al contrcl de
tales sistemas dentro de rangos mayores de aceptacion para su funcionamient, es
necesario adentrarnos un poco en el comportamiento de los sistemas no lineales.
Es decir, necesitamos llegar a comprender la geometria de la respuesta dinéiaica
de dichos sistemas, atin cuando en ocasiones debamos reconocer que no hay miicho

que podamos hacer respecto a dicha respuesta.

2.1 Sistemas Dinamicos No Lineales

En general, podemos representar un sistema no lineal como:

& = f(z,tp) (2.1)

conz € UCR", t€R'y pe€V CRP;donde Uy V son conjuntos abiertos
en R™ y RP respectivamente. El sobre-punto en (2.1) representa d/dt y vere nos
a las variables y como los pardmetros del sistema. También, nos referiremos a
(2.1) como un campo vectorial ¢ conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
que describen nuestro sistema.

Por una solucién de (2.1), Z, denotaremos un mapa de algun intervalo I ¢ R!

dentro de R™ que se representa:

5:1— Rt z(t) (2.2)



tal que z(t) satisface (2.1):

2(t) = f(x(t), & 1) 23)

Asi, T tiene la interpretacién geométrica de una curva en R™, y (2.1) nos di un
vector tangente en cada punto de dicha curva.

Nos referiremos al espacio de variables dependientes de (2.1) como su espucio-
fase. También nos referiremos a la curva integral como la grifica de Z(t,.r; 1)
sobre t. Asimismo, nos referiremos a la drbita de (zZ), (denotada como O(Z)) al
conjunto de puntos en el espacio-fase que caen en una trayectoria que pasa por
Z, siendo Z un punto en el espacio-fase de (2.1). Identificaremos a un sisiema
autdnomo como aquel sistema que es independiente del tiempo (no dependec del
mismo en forma explicita), y un sistema no auténomo como aquel que si lo es.

Ast, considerando un campo vectorial auténomo en general:

F=:flz], z € R" (2.4)

tenemos que un punto de equilibrio de (2.4) es un punto Z € R™ tal que;

f(@) =0, . (2.

[\
(o]
S

es decir, una solucién que no cambia con el tiempo. Otros términos que fre-



cuentemente encontramos para punto de equelibrio son “punto fijo”, “punto ista-
cionario”, “singularidad’, “punto critico”6 “estado estable”. Debemos tener en
cuenta que nuestra curva solucién puede depender tanto de nuestros parametros
como de nuestras condiciones iniciales.

Desde un punto de vista geométrico y en forma abstracta, nuestra meta cn el
estudio de sistemas dindmicos no lineales, es entender y caracterizar la geom ’tria
de las curvas solucién en el espacio-fase generado por la respuesta dinamic:, del
sistema. Debemos entender el comportamiento de un sistema dindmico no lineal
a fin de poder determinar la estabilidad 6 inestabilidad del mismo en un p into
solucién 6 punto de equilibrio; asi como analizar lo que sucede con dicha dind: nica
cuando los parametros son variados, buscando caracterizar los cambios en 11 es-
tructura de las érbitas; todo esto, con fines de control (en este caso).

Asi, una vez que tenemos cualquier solucién de (2.4), debemos determinar si
esta es estable o no. Sin embargo debemos definir primero el comportamisnto
dindmico que esperaremos de un punto estable y de uno inestable, atin cu:.ndo
esto pueda resultar aplicable solo a los fines que perseguimos. Por estabilidad
entenderemos aquel comportamiento de un punto de equilibrio que comenz:ndo
“cerca”de Z(t) a un tiempo determinado, permanece “cerca” para cualquier tie npo
futuro (estabilidad de Liapunov), 6 que tiende a Z(t) cuando t — oo (estabiiidad
asintdtica), en las obras de Wiggins y Guckenheimmer y Holmes [36, 15] se pui:den

encontrar definiciones matemadticas rigurosas de estos conceptos.



Para poder predecir la estabilidad (6 inestabilidad) de cualquier punto de
equilibrio, debemos referirnos a los eigenvalores del Jacobiano de nuestro sis .ema
linealizado en dicho punto (Df(Z)), ya que el sistema lineal asociado tiene que
ver con el comportamiento de las soluciones arbitrariamente cerca de Z(t) puesto
que describen la evolucién de las érbitas alrededor de este punto. De hecho, :i los
eigenvalores del campo vectorial lineal asociado poseen partes reales diferent :s de
cero, la Orbita estructural cercana a una solucién de equilibrio del campo vectorial
no lineal es esencialmente el mismo, o en otras palabras, el espacio-fase local cerca
de un punto fijo hiperbélico es topoldgicamente equivalente al espacio-fase local de
la linealizacién (Teorema de Hartman-Grobman, ver Guckenheimmer y Hclmes
[15]). Esta es la razén principal por la que cuando nos estemos refirien lo a
estabilidad, lo estaremos haciendo en forma local, es decir, estamos hablanco de
estabilidad local a menos que se indique otra cosa, y definiremos la estabi idad
estructural como aquella en la que topoldgicamente no existe cambio bajo una
perturbacién infinitesimal de los parametros de operacién.

Para facilitar nuestra discusion sobre el comportamiento dindmico de sist¢ mas
no lineales, y ver un poco con mas detalle lo hasta ahora expuesto, considerc¢mos
el siguiente ejemplo lineal, que para hacerlo mas silﬁple se ha escogido de dos di-

mensiones (mas adelante generalizaremos y haremos la conexién lineal-no lin aal):

T = ax + by 12.6)



y=cz+dy (2.7)

el cual puede también ser representado en una sola ecuacién vectorial de la ferma:

i=A-z (2.8)
donde claramente:
a b
A=
c d
v
T
{Q e
Y

Cualquier punto solucién que haga que z = 0, (tal como z = 0 en este caso),
es un punto estacionario; y lo que nos resta serd ver que tipo de estabilidad-

inestabilidad presentara el sistema. Para ello analizaremos el espacio-fase gene-

rado cuando: ¢ =a,b=c=0y d= -1 de tal modo que:
a 0
A=
0 -1
de donde:
=0 -3 z(t) = e 2.9)
y=-y ~ y(t) = yoe™ (:+.10)



Dado que uno de los exponentes es siempre negativo podemos esperar que,
graficando el espacio-fase (z v.s. y) siempre tendremos al menos una direccién
que nos conduzca al punto fijo, por lo que analizaremos el comportamiento en
dicho espacio-fase cuando “a”es variado, y lo que observaremos serd uno de o0s 5

w0,

casos esquematizados en la Figura 2.1, dependiendo del valor que tome “a”:

(@a<-1 (bya=-1 (©)-1<a<0

J I L‘ direccion
:_) ‘k‘ estable,

»,

R o
‘ﬂ ({f.""chrecc:on
inestable,

(da=0 (e)a>0

Figura 2.1: Diferentes tipos de comportamiento que presenta el sistema linecl en
funcién de la variacién del coeficiente a.

Podemos observar que del inciso (a) al (¢) tendremos bdsicamente un p into
globalmente atrayente que solo variard en que tan rdpido serd una direccié1 de
aproximacion al punto estacionario respecto a la otra, es decir diferentes ent-e si
solo en que tan rdpido se acercan al mismo. Y diremos que son estables po que
tienden al punto de equilibrio. Cuando a = —1, inciso (b), ambas direccines
tendrdn la misma velocidad de aproximacién; y en general, veremos que a m nor
valor en a, mayor serd la velocidad de aproximacion de la direccién correspon-
diente. Cuando a = 0, inciso (d), desaparece una direccién de aproximacién al

estado estacionario, y finalmente en el inciso (e) dicha direccién se vuelve inesiable
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(pues tiende a alejarse del punto fijo) y como habra una direccién estable y una
inestable, el punto fijo se vuelve del tipo silla.

Continuaremos con sistemas dindmicos no lineales para dar unas definiciones
que utilizaremos para determinar la estabilidad (6 inestabilidad) de un pinto
fijo para después adentrarnos un poco en las condiciones que se cumplen en los
cambios cualitativos en la geometria de la respuesta dindmica del sistema en fc rma
local y global (bifurcaciones locales y globales respectivamente).

Sea Z un punto fijo de £ = f(z),z € R", entonces Z es un punto fijo hiperb slico
si ninguno de los eigenvalores de D f(Z) posee parte real igual a cero.

51 todos los eigenvalores de D f(Z) poseen partes reales negativas el punto de
equilibrio Z del campo vectorial no lineal asociado es asintéticamente establc.

Un punto de un campo vectorial es llamado punto de silla (saddle) si algur o(s)
pero no todos, de los eigenvalores del sistema lineal asociado posee(n) pertes
reales mayores de cero y el resto de los eigenvalores partes reales menore; de
cero. Si todos los eigenvalores poseen parte real menor que cero, entonces el
punto fijo hiperbdlico es llamado nodo estable ¢ sumidero (sink); y si todos los
eigenvalores son reales positivos, el punto es llamado nodo inestable ¢ fusnte
(source). Si los eigenvalores son puramente imaginarios y diferentes de cero, el
punto fijo no hiperbélico se llama centro, en donde puede darse el caso qu: se
presenten los llamados ciclos limite u drbitas periddicas (una érbita periédica es

aquel comportamiento de una solucién para la cual existe 0 < T < oo tal que

11



z(t) = z(t + T') para toda t), las cuales pueden ser estables ¢ inestables (vercmos
mas a detalle cada una de éstas cuando analizemos la bifurcacion de Hopf in el
siguiente apartado). Para saber si en nuestro caso tendremos dichas soluciones
periddicas habrd que hacer uso del criterio de Bendizson dado a continuaci¢n:

Sea = = f(z,y) y ¥ = g(z,y) dos campos vectoriales con (z,4) €R%, y j y g
al menos dos veces diferenciables, entonces, si existe una regién D continua y la
expresion %:E + gﬁ es diferente de cero y no cambia de signo, no hay existencia de
orbitas cerradas (soluciones periédicas) en tal region.

Nuestro andlisis en el presente trabajo tiene que ver, como ya hemos visto,
con la transformacién que se va dando primero, en los puntos fijos por separado,
donde un nodo estable como el presentado por un punto fijo hiperbélico s> va
degenerando conforme los eigenvalores del Jacobiano cambian debido al carabio
en los pardmetros del sistema. De hecho la “funcién”comienza cuando aj are-
cen los eigenvalores complejos, y el nodo degenerado estable empieza a t:ner
comportamiento de caracter oscilatorio como se esquematiza en la Figura 2.2; y
como veremos mas adelante lo mismo ocurre en el caso de un nodo inest:ble.
Adicionalmente, analizamos los cambios ocurrentes en forma global en la respues-
ta dindmica del sistema , pues como veremos, al ser variados los pardmetros
eventualmente llegaremos a puntos donde la dindmica global cambiard de forma
cualitativa; a tales puntos de cambio los denominaremos bifurcaciones.

Como vemos, el tipo de estabilidad que presenta un punto fijo depender:i de

12
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(a) nodo simetrico (b) nodo degenerado (c) espiral
Figura 2.2: Degeneracién de un nodo estable.

los eigenvalores del Jacobiano calculado en ese punto. No precisamente po - que
el sistema lineal asociado a tal sea el que dicte este comzﬁortamiento, sino jue,
como veremos, es debido a que las direcciones de movimiento del sistema no lineal
(pseudovariedades), son tangentes en el punto fijo a los eigenvectores corres>on-
dientes, y dado que hablamos de un campo vectorial, la “fuerza”sentida en dicho
punto sera la misma en ambos casos, (teorema de Hartman-Grobman dado an-
teriormente). Claro estd que, entre més nos alejemos del punto fijo, esto es cada
vez menos clerto.

Retornando nuestra atencién a la estructura de érbita cerca de puntos fijos
para un sistema dinamico no lineal y suponiendo que Z es un punto fijo de (:1.4),

entonces sabemos que debemos considerar ¢l sistema lineal asociado:
y=Ay (2.11)

donde A = Df(Z) es una matriz n x n de coeficientes constantes cuya solu:ién



para el punto y, € R* a t = 0 estd dada por:
y(t) = ey, (5.12)

donde
1

343 ¢
SR (:.13)

1
eAt=I+At+§A2t2+

De tal forma que ahora podemos representar a R™ como la suma de 3 subespz cios
definidos como:

E* = subespacio{e, -, es},

E" = subespacio{€esi1," ", €stults s+ect+u=n

E¢ = subespacio{€siui1, ", €stciul-
donde {ej,---,es} son los eigenvectores de A correspondientes a los eigenvalores
que poseen parte real negativa y {esi1, ", €stu} ¥ {€stust1, s Csictup SOI lOS
correspondientes a los eigenvectores con parte real positiva y con parte real igral a
cero respectivamente. Estos son ejemplos de subespacios invariantes (o manifclds)
como ya Jo habiamos contemplado para las direcciones estable e inestable ¢n el
caso lineal; mds atn, las soluciones que comienzan en E® se aproximan a y = 0
asintéticamente cuando ¢t — oo, las soluciones que comienzan en E* lo hicen
cuando t = —oo, y las que comienzan en E° oscilan a amplitud constante (A =
+if3) 6 permanecen constantes (A = 0). De aqui que nos referiremos a E*, E*yE*

como variedades estable, inestable y centro respectivamente.
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Estrictamente hablando, una variedad es un conjunto con estructura Eicli-
deana local. En aplicaciones, las variedades son mejor conocidas como superf cies
m-dimensionales dentro de R™, (m < n, siendo n el orden del sistema). Si dicha
superficie no posee singularidades (es decir, la derivada de la funcién que repre-
senta la superficie tiene rango maximo), entonces por el teorema de la fun:ién
implicita, ésta puede ser representada localmente por medio de una grafica.

Para los fines que se persiguen en el presente trabajo, serd suficiente peisar
en una de las siguientes 2 situaciones cuando nos refiramos a una variedad:

1. Un subespacio lineal vectorial en R", para conjuntos lineales.

2. Una superficie “incrustada”en R", la cual puede ser representada localm :nte
por una grafica (que se justifica por medio del teorema de la funcién implicita)
y que es tangente al subespacio generado por los eigenvalores “comunes” (estz ble,
inestable y/o centro) del Jacobiano calculado en el punto fijo, para el casc no
lineal.

Una caracteristica importante de una variedad, es que un punto solucién con
condiciones iniciales contenidas completamente en cualquiera de estas superfi:ies,
permanecerd en tal subespacio para cualquier tiempo futuro, si 2 6 mas de «llas
solo se intersectan en el punto fijo. Lo mds rescatable de esto es, sin embargo, que
dichas variedades nos marcan las tendencias que cabria esperar en un mom:nto
dado del comportamiento dindmico alrededor de un punto estacionario de intzrés

y, como veremos mas adelante en otros apartados, caracterizando los cambios que



ocurren en tales subespacios se facilita la caracterizacién geométrica y explice cién
de los diversos comportamientos dinamicos globales.

De esta forma, analizando el comportamiento dindmico de un sistema no 1 neal
de orden 2, tendremos entonces una matriz Jacobiana de nuestro sistema 1 nea-
lizado de 2 X 2, cuyo polinomio caracteristico que nos sirve para encontra: los
eigenvalores (tipo de estabilidad 6 inestabilidad de nuestro punto estacionar'o en

particular) queda de la forma:

M 4+bA+c=0, (:1.14)

siendo la naturaleza de las soluciones dependientes de la localizacién de las riices

en el plano Real-Imaginario. Asi, las raices son de la forma:

—b £ Vb? —4c
/\1,2 = 2 s (: 15)
cuyo discriminante A dado por:
A = b — 4, (<.16)

es el pardmetro que determina el tipo de dindmica que presentarin los est.dos

estacionarios. Si conectamos nuestra notacién con el ejemplo lineal dado an:eri-
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ormente, veremos que nuestro polinomio caracteristico serfa de la forma:

N+ (l-a)d—a=0, (A7)

donde vemos que nuestra dindmica (descrita anteriormente), es solo depend ente

del valor que tome el pardmetro “a”. Como va hemos visto, la forma d» los
p 3

puntos solucién dependerd de las raices del polinomio caracteristico, que a st. vez

dependen del signo del discriminante, A. Si A es positivo, tendremos dos raices

distintas y podemos asumir la solucién exponencial como:

Ir = Ale)“t + AQBAﬂ, (:'18)

donde A, y A, son constantes de integracién arbitrarias dependientes de las cc ndi-
ciones iniciales. Si A es negativo, tendremos dos raices complejas conjugidas

A2 = R & Ii, dindonos una solucién de la forma:

T = e (senlt + coslt), (2.19)

La respuesta se vuelve inestable si cualquiera de las rafces adquiere parte real
positiva. Dicha respuesta, tipificada por la naturaleza del punto de equilibrin, es
resumida en la Figura 2.3, la cual muestra esquemas de los espacios-fase esperiidos

y la Figura 2.4 su correspondiente diagrama de Argand.
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Figura 2.3: Diferentes tipos de estructuras en funcién de los valores de b 1 ¢

I l.nodo inestable

En el primer cuadrante b > 0, ¢ > 0, los exponentes son complejos con 1 arte
real negativa si A < 0 resultando en oscilaciones de amplitud decreciente a me lida
que b se incrementa. Este tipo de puntos de equilibrio es lamado espiral estale 6
atractor, (fuente). A medida que nos movemos hacia la izquierda en la horizcntal
(6 hacia arriba de la seccidn de focos estables), las raices se vuelven reales 7 en
el caso de ser ambas negativas, estaremos hablando de nodos estables, com ya
lo habiamos contemplado para el caso lineal y que corresponde a los incisos (a)
y (¢) de la Fig. 2.1 (inciso (c) de la Fig 2.4). De hecho el punto de caribio
viene dado por la pardbola A = 0, donde existe la transicién entre un rodo

estable ¢ inestable, y un foco 6 espiral también estable ¢ inestable v a cste aso
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Figura 2.4: Correspondencias con la fig. anterior: (a):1,6,9; (b):2; (¢):3; (d):4;
(e):5; (f):7; (9):8; (h):10; (i):11; (5):12 y (k):18

especial A = 0, donde las raices son reales y coincidentes se le conoce como nodo
Jflezionado (inflected node). Correspondiente al inciso (b) de nuestra Fig. 2.1 para
el caso lineal (inciso (d) de la Fig. 2.4), donde las velocidades de aproxim:.cién
al punto de equilibrio son iguales. A medida que nos seguimos moviendo hacia la
izquierda de nuestra figura, llegamos a un punto donde un eigenvalor se hace cero
y tenemos la consecuente desaparicién de una variedad 6 direccién de movimi nto,
ver también inciso (d) de la Fig. 2.1 para el caso lineal e inciso (b) de la fig. 2.4.
Una vez que cruzamos este eje (¢ = 0), uno de nuestros eigenvalores toma el signo
contrario al otro y, por lo visto anteriormente, lo que esperaremos serd tene - un
espacio fase correspondiente a un punto de silla tal como sucedié en el inciso (e)
de la Figura 2.1 en el caso lineal (inciso (a) de la Fig. 2.4).

Este mismo razonamiento es vélido si lo que hacemos es movernos desde la
seccion de focos inestables (b < 0y ¢ > 0, con A < 0) hacia la secciér de

puntos de silla. Dos casos especiales que debemos tomar en cuenta son aquellos

19



puntos que caen en el eje b = 0 para todo valor de ¢ > 0, donde nuestros v:lores
caracteristicos seran de caracter puramente imaginario (inciso (g) de la Fig. 2.4)
y como se puede apreciar en la Figura 2.3, el espacio-fase resultante serd del tipo
periédico. De hecho este tipo de comportamiento marca una transicion cntre
los focos estable y los inestables. Por ello no es dificil inferir que este tipo de
comportamiento es el que cabria esperar para determinado tipo de bifurcaciones,
y como involucra a un solo punto de equilibrio podemos llegar a pensar que ser.i del
tipo local. Finalmente el segundo caso es cuando tenemos que nuestros vaiores
caracterfsticos son coincidentes (A = 0, incisos (d),(f) vy (j)) y que ademés lo
hacen en ¢ = 0 y b = 0 (inciso (f)). Para este caso no es facil preveer el tipn de
comportamiento que se tendrd, pero de lo que podemos estar seguros es de que
marcard un cambio entre un tipo de comportamiento y otro que puede inc uso
pasar de ser local a global.

Para cuando tenemos tres dimensiones se muestra la Figura 2.5, donde teneinos
para el inciso (a) dos eigenvalores negativos (A;, A2 < 0) y uno positivo (A3 > 0),
por lo que como vemos nuestra variedad estable serd de dos dimensiones y la
inestable de una. Si suponemos que nuestro Jacobiano posee un par imaginzario
de eigenvalores (Ao = p £ iw) tales que p < 0 y w # 0, y uno real tal cue
Az >0 esperariamos.tener un comportamiento como el mostrado en el inciso ().
Finalmente el inciso (c) se dd cuando A\{ =Xy <0y A3 >0

Lo anterior nos dd una idea de que tan importantes serdn en nuestro estu-
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Figura 2.5: Geometria esperada para diferentes casos en R?

dio los eigenvalores y eigenvectores de la matriz Jacobiana de nuestro sis ema
no lineal calculado en el punto estacionario. En primer lugar, caracterizanlo el
espacio-fase generado por la respuesta del sistema dindmico no lineal en fur cién
de los eigenvalores, podemos determinar (en la mayoria de los casos) el tipo de
estabilidad 6 inestabilidad que el sistema mostrard en tal punto; en segundo lu-
gar, podremos predecir hasta cierto punto el comportamiento dindmico global
del sistema mediante la caracterizacion geométrica completa del (de los) punto(s)
estacionario(s) que el sistema presente; y finalmente los eigenvectores nos dirdn
una idea mds clara sobre los tipos de variedades invariantes (estables, inestables
y centros) que presentard tal dindmica.

En realidad existe toda una teorfa sobre variedades invariantes en siste nas

no lineales asf como de su dindmica, sin embargo, sus alcances se salen del con-
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texto que abarca este trabajo atin cuando nos estaremos refiriendo a ellas fre-
cuentemente. Por el momento nos bastard conocer que existe cierta “correspon-
dencia”con el caso lineal, y que dichas variedades nos marcan respectivamerte la
tendencia a acercarse al punto, alejarse del punto 6 a permanecer en una vecidad
del mismo. Puede encontrarse, sin embargo, amplia bibliografia y demostrac ones
rigurosas matemdticamente en las obras de Wiggins, Guckenheimmer y IHolmes
y en la de Thompson y Stewart [36, 15, 32].

Existen sistemas para los cuales un punto de equilibrio del campo vectoriil no
lineal en la aproximacion lineal es estable, pero no lo es en la realidad. Para este
tipo de sistemas y/o para cuando la informacién que se tiene de la linealizacion es
inconcluyente (cuando el punto fijo es del tipo no hiperbolico), podemos utilizar
el método de Liapunov.

La idea bésica es como sigue: Supongamos que tenemos un campo vectorial
en el plano con un punto fijo &, y queremos determinar si es estable o no (el
método puede trabajar para n dimensiones y cuando n — oo, pero para ines
meramente demostrativos, lo describiremos someramente en el plano). Esric-
tamente hablando, y de acuerdo a nuestras definiciones previas de estabili lad,
deberd ser suficiente encontrar una vecindad U de Z para la cual, las 6rbitas que
empiezan cerca de U, permanecen en esta vecindad durante cualquier tiempo >0s-
terior (note que en esta nueva definicién de estabilidad pueden caer cualquier 1 de

las dos dadas anteriormente). Esta condicién serd satisfecha si podemos mostrar
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que el campo vectorial es tangente al “cuerpo”de U 6 que estd apuntando 1 acia

adentro alrededor de T como se aprecia en la Figura 2.6:

Figura 2.6: Vecindad de Liapunov

Esta situacion debe permanecer como cierta si avanzamos de cualquier pt nto
de U hacia Z. El método de Liapunov nos proveé de un modo de hacer esto en
forma precisa; tal método se muestra en el siguiente teorema:

TEOREMA 2.1.- Considérese el siguiente campo vectorial:

i = f(z), z € R (2.20)

Si T es un punto fijo de (2.20) y haciendo que V : U — R sea una funcién C?, (al
menos una vez diferenciable) en alguna vecindad U de Z tal que:

) V(Z) =0, y V(z)>0, si z#I.

W) V(E)<0; U-z.

Entonces T es estable; sin embargo, si

i) V(Z) <0; U -—1Z.
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entonces T es asintoticamente estable.

Nos referimos a V como una funcién de Liapunov. Cabe remarcar qie si
U puede ser escogida en cualquier rango 6 en todo R”, entonces se dice que Z
es asintoticamente estable en forma global si i) y i) se mantienen. Para una
demostracién matemadtica en el plano y una generalizacion a R", ver Wiggins

[36).

2.2 Bifurcaciones Locales

Consideremos el campo vectorial parametrizado no lineal

v =9y, y € R", A eRP (2.21)

y supongamos que (2.21) posee un punto fijo en (z, A) = (zg, \o):

9(y0, o) =0 (2 22)

sabemos que primero debemos examinar el campo vectorial lineal asociado, 0)te-

nido linealizando (2.21) alrededor del punto fijo, o sea:

2 = Dyg(yo, o)z, zeR" (2.23)
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para saber si se puede tratar de un punto estable 6 inestable. Sin embargo, una
pregunta obvia surge de inmediato si lo que perseguimos es llegar a tener certo
control sobre el sistema. ;Como es afectada la estabilidad 6 inestabilidac del
punto cuando \ es variado?. En cierta forma esta serd la pregunta que tratarcmos
de responder a lo largo del presente trabajo.

Sabemos que si el punto fijo es hiperbdlico (E°¢ = 0), la estabilidad de (xg, Ao)
en (2.21) estd determinada por la ecuacidn (2.23), dada la estabilidad estructural
de tales puntos en donde variando A moderadamente no hay cambio en la natu-
raleza del comportamiento local. Dicho en otras palabras, en una vecinda«d de
Ao, un punto fijo aislado (por separado de otro(s) punto(s) fijo(s) que el sist2ma
presente) de (2.21), posee un tipo de estabilidad que persiste y no cambia. Las
complicaciones comienzan cuando el punto es del tipo no hiperbélico (el Jacob ano
posee al menos un eigenvalor que cae en el eje imaginario ¢ es cero), en cuyo caso
para A muy cercano a Xy (y para y cercano a yg) puede ocurrir comportamicnto
dindmico radicalmente nuevo. Por ejemplo, nuevos puntos fijos pueden ser crez dos
6 destruidos ¢ tal vez se presenten comportamicntos dependientes del tieripo
(periédico, cuasiperiédico 6 atin caético).

Asi diremos que si tenemos una diferencia cualitativa en el comportam en-
to dindmico mostrado por un punto fijo al variar A ligeramente habrd ocuriido
una bifurcacién local. En la deteccién experimental de bifurcaciones se selecciona

un valor en el pardmetro de operacién donde se caracteriza el comportamieato



dindmico de un sistema y se va variando paulatinamente, hasta detectar que una
nueva dindmica se ha alcanzado, para después utilizar una bisqueda sistems tica
(tal como la del intervalo medio) para acotar tal bifurcacién dentro de un 1nar-
gen razonable. Existen otras metodologias para la deteccién de bifurcacicnes,
Anderson y col. [citejas] han trabajado en esta direccién.

Se empieza estudiando el caso mas simple para el cual un punto fijo puede ser
del tipo no hiperbélico (donde se tiene un eigenvalor de cero), dando ejemplos de
las diferentes bifurcaciones que se pueden dar para después ahondar un poco nds

en aquellas que principalmente interesan en este estudio.

2.2.1 Eigenvalor cero

Supongamos que D, f(zy, \g) posee un simple eigenvalor de cero, con los restantes
eigenvalores teniendo partes reales diferentes de cero, entonces la estructur: de
Orbita cerca de (yo, Ap) esta determinada por la ecuacién de la variedad certro
asociada. Existe toda una teorfa de variedades centrales, las cuales se utilizan
en general para la simplificacién de sistemas no lineales, al igual que el métdo
de formas normales; sin embargo, para nuestro caso bastard con pensar en las
definiciones dadas en el tema anterior acerca de lo que es una variedad. Es de el
para el sistema:

&= f(z,p), z € RY, p € R! (2.24)
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donde g = A — Ay, y ademds

f(0,0)=0 (:.25)
%{0, 0) =0, (5.26)

son las condiciones para observar un punto fijo con un eigenvalor cero. Por ejeriplo

si tenemos el siguiente caso:

t=flon) =5 <P r € R, we R (2.27)

podemos verificar que tanto (2.25) y (2.26) se cumplen y que ¢l conjunto de pu 1tos
fijos esta dado por z = /11, lo cual representa una pardbola en el plano g —z como
se muestra en el inciso (a) de la Figura 2.7 (diagramas de bifurcacién), donde las
flechas en las lineas verticales representan el flujo (movimiento del punto solucién
en nuestro espacio paramétrico) generado por (2.27) en la direccién . Asi | ara
1 < 0, (2.27) no posee puntos fijos y el campo vectorial es decreciente en x; para
p >0, (2.27) posee dos puntos fijos. Si hacemos un simple andlisis de estabili lad
veremos que uno de los puntos fijos es estable (representado por una linea séli da)
y el otro es inestable (linea punteada). Este es un ejemplo de bifurcacién vV 10s
referiremos a (z,p) = (0,0) como punto de bifurcacién, v al valor de i == 0
como valor de bifurcacién. Cuando en un diagrama de bifurcacién de un lado del
parametro no hay puntos fijos y del otro lado existen dos (como en este caso) se

conoce como bifurcacién nodo-punto de silla.
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Si consideramos ahora que:

i =z — z2, z € R, u € R, (£.28)

donde también se cumplen (2.25) y (2.26), vemos que los puntos fijos de (£.28)
estan dados por: z = 0, y = pu (tal como se muestra en el inciso (b) ce la
Figura 2.7, donde para valores de ;2 < 0 existen dos puntos z = 0 (estable) y
z = pu (inestable). Estos puntos coalecen en p = 0: y para g > 0, x = ) es
inestable y £ = p es estable, asi, ha ocurrido un intercambio de estabilidad en

p = 0 (bifurcacion transcritica).

X

T

Y

(b) bifurcacion transcritica

(c) bifurcacion tridente (d) sistema sin bifurcacion

Figura 2.7: Bifurcaciones Locales

En el inciso (¢) de la Figura 2.7 consideramos un tipo de bifurcacién conocida
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como tridente, donde el campo vectorial estd dado por:

&= pur — 12, z € R, i€ R, (2.29)

y como es facil apreciar, los puntos fijos vienen ahora dados por dos curves, a
saber z = 0 y ¢ = pu?; en donde tendremos que para p < 0, z = 0 es estatle e
inestable para u < 0, ademds de que dos nuevos estados estacionarios aparece 1 en
(z, ) = (0,0) y permanecerdn para cualquier p positiva; cuya localizacién sta
dada por la pardbola correspondiente a la segunda curva.

Finalmente si ahora consideramos que:

i=p~- 1} z € R}, p€RY (2 30)

veremos que al igual que en los tres casos anteriores se cumplen (2.25) y (2.26), sin
embargo, su dindmica es cualitativamente la misma para u < 0 y para g > 0, es
decir, no hay creacién y/o destrucciéon de puntos estacionarios ni tampoco ex ste
un cambio en la estabilidad del punto en la curva, que en este caso esta dada sor

3, inciso (d). Por ello no podemos referirnos a este caso como un caso de

=it
bifurcacion.
Asi, aunque en los 4 casos se cumplen (2.25) y (2.26), la estructura de Orlita

cerca de p = 0 es diferente para cada caso, y por ello podemos concluir (ue

el saber que se tiene un eigenvalor de cero no es suficiente para determinar la
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estructura de dérbita para A cerca de cero; y ademads, la condicién de tener un punto
fijo no hiperbdlico es una condicién necesaria pero no suficiente para tener una
bifurcacién. Los incisos (a),(b) y (c) de la Fig. 2.7 claramente son ejemplos de una
bifurcacion segiin nuestra definicién dada anteriormente, no asi el inciso (d) atin
cuando como ya vimos, se cumple con las dos condiciones matematicas necess rias
pero no suficientes para caracterizar este tipo de bifurcaciones. En realidad cada
caso de bifurcacién puede tener muy diferentes condiciones, las cuales pucden
mnvolucrar no solamente los eigenvalores del Jacobiano, sino también la dimensién
del sistema tanto de variables como de parametros.

Las ecuaciones (2.24), (2.25) y (2.26) son conocidas como las formas normales
de las bifurcaciones nodo-punto de silla, transcritica y tridente respectivamente,
y en general nos sirven para simplificar aquellas condiciones que se preser tan
cuando estos tipos de bifurcaciones locales tienen Iugar. Analizaremos ahora las
restantes condiciones matemdticas que se presentan para poder caracterizar cada
tipo de bifurcacién, poniendo especial atencién en la bifurcacién tipo trideate,
por ser la primera que encontraremos en el estudio del sistema que ocupa ste
trabajo.

La geometria de las curvas cuyos puntos fijos estan asociados con la bifurcacion
tridente tiene las siguientes caracterfsticas:

(a)-2.25 y 2.26 se mantienen. (Condiciones de punto fijo y eigenvalor cero

respectivamente).
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(b).-Existen dos curvas que pasan por (u,z) = (0,0), una dada porz =0y la
otra por u = z2.

(¢).-La curva z = 0 existe en ambos lados de pz = 0; la curva = x2 solo en
uno.

(d).-Los puntos fijos de & = 0 poseen diferentes tipos de estabilidad a los 11dos
de p = 0. Los puntos de u = 2?2 poseen el mismo tipo de estabilidad a ambos
lados de z = 0.

Para tener mds de una curva de puntos fijos pasando por (u,z) = (0,0) d:be-
mos tener:

af

500 =0 (2.31)

Ademads requerimos que x = 0 sea una curva de puntos fijos de (2.24), entonces

asumiendo que puede ser representada como:

T=zF(z; 1), r € RY, p € R (2 32)
donde:
ﬂ%l z#£0
F(z,p) =

%(D,;a) z=0

es la segunda curva que pasa por (z, ) = (0,0), y entonces:

F(0,0)=0 (2.33)
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ademads

57 (00 #0 (:.34)

nos asegura que solamente una curva adicional de puntos fijos pasa por (z, 1) =
(0,0). Asimismo haciendo uso del teorema de la funcién implicita, tenemos que

para z suficientemente pequefia, existe una tnica funcién u(z) tal que:

Fla. ) =0 (2.35)

Para que la curva de puntos fijos j1(z) satisfaga las condiciones mencionadas serd

suficiente que se cumpla:

%(u) = (2.36)
y

a2y )

F_‘f‘f(u) £0 (2 37)

Dichas condiciones pueden ser obtenidas en términos de las derivadas de F evilu-

adas en el punto de bifurcacion via diferenciacién implicita de (2.35), lo que nos

da:

%(0) = “%%DO{;) = (2 38)
' .

%m) = %fégo)g ) 40 (2.39)

32



utilizando (2.38) y (2.39) junto con nuestra definicién de F(z, u) dada, podemos

expresar estas condiciones en términos de f:

_ 0,0
i ) = __,_am z(0.0) _ (2.40)
da 5‘16‘;; (U O)
y
2 —0—i 0,0
W L (2.41)
dz? rird;; (0 0)

De tal suerte que, para verificar que (2.24) posee una bifurcacién tipo trid nte
o=

en (z,p) = (0,0) es suficiente que (2.25),(2.26) (condiciones de punto fijc no

hiperbdlico), (2.31), asi como que:

0% f ‘
53(0,0) =0 (2 42)
92 f

axap,(o’ 0) # 0 (2 43)
Q%(o, 0) # 0 (2 44)

se cumplan.

Existen dos posibilidades en cuanto a la disposicién geométrica de las dos
ramas de puntos fijos que intersectan en el punto de bifurcacién en este tipc de
bifurcacion (curva p = 2?), las cuales dependen del signo de (2.41). La estabililad
que presente cada curva es encontrada evaluando la funcién para cada punto en

particular y tomando en cuenta su signo.
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Finalmente, concluimos nuestra discusién sobre este tipo de bifurcacién no-
tando que nuestras condiciones (2.25, 2.26, 2.31, 2.42, 2.43 y 2.44) implican que
la estructura de érbita cercana a (z, u) = (0,0) es cualitativamente la misma al

mismo punto del campo vectorial:

= pr+z® T € R, i€ R (2.45)

que es la forma normal de la bifurcacion tridente.

2.2.2 Bifurcacion de Hopf

El caso que sigue en complejidad de los previamente estudiados hasta ahora (1an-
to para sistemas no lineales como para el caso del sistema de estudio que oc 1pa
el presente trabajo), es aquel en el cual la matriz asociada con el campo verto-
rial linealizado alrededor del punto fijo posee un par de cigenvalores piiramente
lmaginarios con los restantes eigenvalores teniendo partes reales diferentes de ciro.

Para éste tipo de bifurcacién conocida como bifurcacién de Hopf (en algunos
textos se menciona como bifurcacién de Poincaré-Hopf-Andronov por cuesticnes
histéricas), al igual que en los casos dados anteriormente hacemos uso tanto de
la teoria de las formas normales como del teorema de la variedad central para
su estudio y caracterizacién. Como recordaremos por el teorema de la variedad
central la estructura de érbita cerca del punto fijo estd determinada por el can po

vectorial restringido a la variedad central, es decir, aquel campo m-dimensional
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descrito por los eigenvalores que pasan al plano imaginario (m=2 para el :aso
mds simple). Esta restriccion nos dard una familia de p-pardmetros de canipos
vectoriales de variedades centrales de dos dimensiones.

Asi, aplicando tanto la teoria de las formas normales como el teorema ce la

variedad central es posible llegar a la foiina simplificada siguiente:

F = dur + ar® (2.46)

0 = w+cp+ br? (2.47)

donde 1 es el vector de pardmetros del sistema, y a,b,¢,d v w son consta ites
dependientes de los pardmetros y constantes originales del sistema. Como es
posible apreciar, se ha transformado el problema original a coordenadas pole res,
dado que, como veremos més adelante, por la naturaleza de las soluciones desy ués
del punto de bifurcacién ésto es lo mds conveniente para describir la geometrfi de
tales dindmicas.

En realidad existe todo un procedimiento matemético para llegar a esta sim pli-
ficacién, la cual comienza con la transformacion del punto fijo al origen y despiés,
si es necesario, se continda con una transformacién lineal de coordenadas, la que
nos ayudara a poner el campo vectorial en una forma apropiada. De esta forma se
emplean la teoria de las formas normales y el teorema de la variedad central para
asi poner las ecuaciones resultantes en coordenadas polares. Donde, debido a jue

nos interesa solo la dindmica lo suficientemente “cercana” al punto de equilil rio
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se utiliza una expansién en series de Taylor. Finalmente y haciendo suposicic nes-
simplificaciones (justificadas por medio del conocimiento del error que pu:den
provocar) se ignoran términos de 6rdenes superiores, y se caracteriza la dind nica
exhibida por la forma normal “truncada”, que permanece pricticamente igral a
aquella en que no se hacen tales cambios (al menos en cierta vecindad del p into
fijo).

Puede encontrarse un estudio bastante detallado de lo anterior en la obra de
Wiggins [36], donde también se detallan las condiciones estrictamente mate ma-
ticas que se presentaran para que las dindmicas que el sistema exhibird después
del punto de bifurcacién sean estables ¢ inestables. En realidad la principal ri.zén
por la que se hizo la transformacién a coordenadas polares, es que la geome tria
de las soluciones, una vez ocurrida la bifurcacién, es del tipo periédico, lo :ual
nos dard por resultado los llamados ciclos limite. Tal tipo de solucién presen ard
en general las siguientes caracteristicas:

1) Para que se presenten es necesario que se tengan valores de r > 0 y valores
de p para los cuales 7 = 0y 8 # 0.

2) Dado que debemos tener r > 0 v valores de 1 # 0, la dnica drbita peridilica
posible tiene una amplitud cuyo orden es de V-

3) La 6rbita periddica es asintdéticamente estable para valores de a < 0 e
inestable para a > 0.

4) El origen es un punto fijo estable en =0 si a < 0 e inestable si ¢ > 0
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Existen 4 casos en los que esta bifurcacién se lleva a cabo, en dos de ellcs las
oOrbitas periédicas serdn del tipo estable (bifurcacidn supercritica) y en las stras
del tipo inestable (bifurcacicn subcritica). Asimismo se daran dos casos ¢1 los
cuales las soluciones periédicas resultantes de la bifurcacién existen para valores
tales que 1 > 0 y dos casos en los que existen para valores de w1 < 0, alternados
cada uno con los dos casos anteriores. El tipo especifico de bifurcacién que se
presente serd funcién de los valores de los pardmetros ¢ y d en (2.46 y 2.47) s>gin

se muestra en la Fig. 2.8:

cla<0,d<0 dya>0,d<0

Figura 2.8: Diferentes tipos que presenta la bifurcacién de Hopf.

En el primer inciso de la Fig. 2.8 tendremos que cl origen es un punto fi-
Jo inestable para ;1 > 0 y asintéticamente estable para g < 0, con una 6roita

periddica inestable para p < 0. Para el caso cuando d > 0 y a < 0, el origen

es un punto fijo asintéticamente estable para 4 < 0 e inestable para g > 0 con



una Orbita periédica asintdticamente estable para p > 0. En el caso en que el
punto fijo sea asintéticamente estable para p < 0 e inestable para ;2 > 0 con
ciclos limite asintéticamente estables para p < 0, inciso (¢). Finalmente, cuendo
nuestros valores sean del tipo d < 0 y @ > 0 en (2.47) tendremos que el origen
es un punto fijo asintéticamente estable para valores de i < 0 e inestable »ara
it > 0 con orbitas periddicas asintGticamente estables para p < 0.

Haciendo un andlisis més detallado de la matemadtica involucrada de lo anterior
podemos remarcar dos cosas:

a) El pardmetro “a’nos dice cuando la érbita periédica bifurcada es estable
(a < 0) o inestable (a > 0), y por tanto cuando una bifurcacién serd supercr: tica
o subcritica respectivamente.

b) Para d > 0 los eigenvalores complejos cruzan el plano imaginario de izqu ier-
da a derecha a medida que s crece, y si d < 0 lo hacen de derecha a izquie-da,
por lo tanto, en el primer caso el origen serd asintéticamente estable para y < 0
e inestable para p > 0. De la misma manera, para d < 0 el origen es inestable
para pt < 0 y asintoticamente estable para p > 0.

En la obra de Wiggins [36] puede encontrarse una discusién més detallad 1.

2.3 Bifurcaciones Globales

A los cambios profundos en el comportamiento cualitativo causado por la variacién

de los pardmetros y que estan asociados no solo con las bifurcaciones locales, sino
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también con cambios en la configuracién topolégica global del sistema, los ciales
pueden involucrar a las variedades estables, inestables y centro de los puntos fijos
y ciclos limite, se les conoce como bifurcaciones globales. Tal tipo de bifurcs cién
ocurre cuando por lo general, un parametro de control pasa un valor critic) (el
cual solo puede ser determinado en forma numérica), y que es identificado, por
ejemplo, cuando una variedad inestable cae dentro de una estable y un nievo
comportamiento en forma global es alcanzado.

Existen diferentes tipos de bifurcaciones globales, dependiendo de la ¢onfi-
guracién topoldgica de las variedades involucradas. En general cualquier caribio
topoldgico en la configuracién de las variedades puede causar algun tipo de cam-
bio cualitativo en el comportamiento del sistema. En algunos casos como en la
conocida conexidn homoclinica en el sistema de Lorenz, el cambio afecta en forma
dramdtica la estructura del espacio-fase sin haber cambios en los atractores. Qtras
bifurcaciones globales crean o destruyen atractores, como sucede en la cone:ién
heteroclinica en el mismo sistema. Dicha transicién abrupta al caos puede in-
volucrar histéresis, donde una nueva topologia en cl arreglo del espacio-fas: es
alcanzada.

De acuerdo con Thompson y Stewart [32], existen dos modos por los cuales
puede ocurrir una bifurcacién global, una es aquella en la que hay un canibio
cualitativo en la topologia de la variedad invariante. La segunda es del -ipo

hibrido, donde el evento de bifurcacién es una bifurcacién local de la varie lad
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catastréfica cuyas repercusiones estan determinadas por la estructura globzl de
las variedades. Este tipo de bifurcacién involucra los fenémenos de histéresis y
catdstrofe de cielo azul, donde se da la desaparicién de un ciclo limite. 3Iste
evento no esta asociado a una bifurcacién local, sin embargo, tiene en comin con
las bifurcaciones locales catastroéficas que el atractor desaparece por una colisién
con un punto fijo. De hecho, la catdstrofe de cielo azul es un tipo de bifurca:ién
global que involucra la desaparicién continua de un ciclo limite a través de una
colision entre la variedad del ciclo limite con un punto de equilibrio del tipo nodo-
punto de silla. En la obra de Thompson y Stewart [32], puede encontrarse una
descripcién més amplia de estos tipos de bifurcacién asi como esquemas en dos
dimensiones. Para un diagrama en tres dimensiones referirse a Guckenheimmor y

Holmes [15].

2.4 Control Retroalimentado con uso de Filtros

de Lavado

Existen varios trabajos encaminados a la creacién de leyes en el control de bi ur-
caciones (Brockett [3], Lee y Abed [21], Wang y Abed [35]), de ellos rescatainos
la idea de un tipo de control que aparte de ser robusto ante incertidumbres en
el modelamiento de un sistema, preserve la localizacién de todos los equilib -ios

que el mismo presenta. El procedimiento de disefio esta encaminado a aseglrar

40



la estabilidad asintdtica de las bifurcaciones de Hopf. Como Wang y Abed [33] lo
muestran, la estabilidad orbital asintética de las soluciones periédicas resultantes
de dichas bifurcaciones puede ser estabilizada mediante ganancias no lineales en
el modelamiento del control, para un rango de valores del pardmetro. Estas ileas
tienen su fundamento en procedimientos matematicos donde se busca encor trar
las condiciones bajo las cuales los eigenvalores del sistema pasan al plano in agi-
nario y de como “retardar”esto.

El control retroalimentado de sistemas dindmicos no lineales es tipicam :nte
de la forma v = u(z — z;), donde z es el vector de estado del sistema y zq e un
equilibrio inestable de interés. Cabe notar que la funcién de control u no nzce-
sariamente es de comportamiento suave, y que zo puede también ser una éroita
periédica [23]. Bajo un modelo incierto, un controlador de retroalimentaciér no
lineal de estado estatico disefado bajo un equilibrio dado influird no solo e la
estabilidad, sino también en la localizacién de éste y otros equilibrios del sis-
tema. Para prevenir esta dificultad, se emplea una forma de retroalimentacién
dindmica que preserva exactamente todos los equilibrios del sistema. Esto se lo-
gra mediante el uso de los llamados filtros de lavado (Lee y Abed, [21]). Junto
a esta preservacion de la localizacién del equilibrio del sistema, la incorporacion
de filtros de lavado en el control retroalimentado facilita el disefio de un con rol
que no depende del pardmetro de bifurcacién. Esto es importante para conseg uir

un control que sea efectivo sobre un rango de pardmetros en lugar de un velor
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especifico.
La introduccién de filtros de lavado en funciones de control se lleva a cab de
tal forma que para cada variable de estado del sistema z; (i=1,2,...,n), puede ser

introducido un filtro de lavado gobernado por la ecuacién dindmica:

Zi = x; — diz; (2 48)
junto con la ecuacién de salida:

Vi = 33— diz; (2 49)

donde los d; son los pardmetros que implican el uso de filtros de lavado. En ¢sta
formulacién se pueden presentar n filtros de lavado, uno por cada variable de
estado del sistema; sin embargo, el nimero de filtros necesarios (v por lo tant> el
incremento en el orden del sistema), es usualmente menor de n.

Las ventajas de usar filtros de lavado de este modo parten de las propiedades
resultantes de la preservacién del (de los) equilibrio(s) que le siguen. Es de-ir,
si u = u(y), tal como u = kyy, siendo u la funcién de control, & la ganancia de
retroalimentacién y y la salida del filtro de lavado con u(0) = 0, esta desaparece en
el estado estable. De aquf que los componentes z de un equilibrio de lazo cerr:.do
son idénticos a los correspondientes del equilibrio de lazo abierto. La funcién de

control u = u(y) estd garantizada a centrarse en el punto correcto de operac 6n
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y més aun, en el punto de bifurcacién de Hopf, el sistema extendido (con la
incorporacién de dicha ley de control) posee el mismo coeficiente de estabililad
que el sistema original [21, 35].

Concrétamente, la idea trata de la incorporacién de uno a n — 1 filtros de
lavado (donde 7 es el orden del sistema original en cuestién). Dichos filtros poszen
pardmetros (d;) que se utilizan junto con la ganancia de retroalimentacién (en ¢ste
caso lineal), k; en el ajuste del comportamiento de la respuesta de salida de las
soluciones mostradas por el sistema. Las ventajas del uso de los filtros de lavido
ya fueron mencionadas y principalmente se centran en dos puntos; la preservacién
en la localizacién de los equilibrios que el sistema presenta y, la obtencién de un

control robusto ante incertidumbres en el modelamiento del sistema.

2.5 Software

Como ya vimos un sistema dindmico est4 definido por un conjunto de ecuacio ies
diferenciales ordinarias que determinan como las trayectorias se mueven en un
espacio multidimensional con respecto al tiempo. Tales sistemas pueden ser c is-
cretos o continuos. Como ya hemos visto, el principal objetivo de la teoria de
los sistemas dindmicos es proveer una descripcién comprensible de las estructu as
geométricas que son consecuencia de tales trayectorias. Ademds, para la clira
comprension de las dindmicas asociadas con un sistema dindmico en particul ar,

la teorfa de bifurcaciones puede ser utilizada para describir como dichas dindmicas
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cambian cuando los pardmetros del sistema son variados.

La exploracién interactiva numérica y grafica son importantes herramientas
en la investigacién de sistemas dindmicos por varias razones:

1. Generalmente no es posible obtener informacién de trayectorias que nc sea
mediante integracién numérica o iterativa.

2. Las estructuras geométricas de un sistema dindmico son frecuentem :nte
intrincadas y extremadamente sensibles a cambios en los pardmetros del siste ma;
y la computacién interactiva y gréfica resulta ser una valiosa herramienta en la
interpretacion de su significado.

3. La exploracién de un sistema dindmico frecuentemente involucra la g ne-
racion de grandes cantidades de datos, y usualmente solo una pequena porcién de
tales debe ser almacenada. De aquf que sea importante encontrar representacicnes
compactas y eficientes de la dindmica de los sistemas que puedan ser ficilmente
recuperadas.

Dado lo anterior, se hizo uso de dos paquetes de integracién numérica con
caracteristicas propias para el desarrollo del presente trabajo. El primero de ellos
denominado Dstool [16], es un paquete - herramienta eficiente en la investigacién
de sistemas dindmicos, el cual integra una interfase grafica amigable al usuario, ca-
pacidades en el manejo de datos obtenidos y un conjunto de algoritmos numéricos
junto a la flexibilidad de adicionamiento de més algoritmos y programas prop os,

asi como la ventaja de poder comunicar los datos obtenidos (que pueden ser >u-
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rificados) con otros programas. El programa estd escrito en lenguaje C y ha sido
implementado para utilizarse con ambiente Open-Windows. Dstool fue d=sar-
rollado en el MIT y estd basado en el programa kaeos escrito por S. Kim y J.
Guckenheimer [16]. Este paquete fue utilizado para la caracterizacién geométrica
de las diferentes estructuras y espacios-fase generados por la respuesta dind nica
del sistema de estudio.

El segundo paquete utilizado es el conocido como AUTO. Este es un pro-
grama capaz de hacer detecciones de cierto tipo de bifurcaciones en el tip> de
modelo matemadtico como el utilizado, asi como un seguimiento del tipo de com-
portamiento que resulta como consecuencia a tales bifurcaciones. AUTO es ciipaz
de trabajar con diferentes tipos de sistemas continuos y discretos: desde sistemas
algebraicos hasta sistemas de ecuaciones diferenciales. Concretamente, en este
estudio fue utilizado para la deteccion de las bifurcaciones tipo tridente y de Hopf
que nuestro sistema presenta. Asimismo hace el seguimiento de las ramas estable e
inestable una vez ocurrida la bifurcacién tipo tridente y atin mds, calcula las solu-
ciones periddicas estables e inestables resultantes de tal bifurcacién de Hopf. Con
este paquete se hicieron los diagramas de bifurcacién de uno y dos pardmetros que
son el resultado del presente trabajo. La caracterizacién de las diferentes zcnas
en los diagramas asi obtenidos fue hecha mediante Dstool. AUTO es un paqu ete

escrito en lenguaje FORTRAN y fue desarrollado por E. J. Doedel [10, 11].
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Capitulo 3

Sistema de Estudio

El modelo analitico utilizado en el estudio presente representa un lazo de con rec-
cion térmica. Tal lazo es un caso especial del sistema de tercer orden que desc ibe
la conveccidén entre dos placas estudiado por Lorenz. El modelo matemético del

sistema es:

Ty = —px + pTy (3.1)
iiig = —I1T3 — Io . (32)
Ci:g =T 1Ty9 — T3 — R (53)

donde z; € R, y tanto p como R son pardmetros del sistema. El experimento
involucra conveccién térmica en un lazo toroidal vertical calentado en su pirte
inferior y enfriado en su parte superior, como se esquematiza en la Figura 3.1.

Las variables z;, x5, z3 corresponden a la velocidad promedio a través de las
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ChaquV

Figura 3.1: Aparato experimental; toroide de conveccidn térmica.

secciones en el lazo, la diferencia de temperaturas en la direccién horizontal, y
vertical respectivamente. El pardmetro R es el nimero de Rayleigh que es proj.or-
cional a la veidcidad neta de calentamiento; y p denota el ndmero de Prandtl qu: es
funcién de las propiedades fisicas del liquido contenido en el toroide. Experimen-
talmente se observa que conforme la velocidad de calentamiento se incremer ta,
el flujo del fluido en el lazo pasa por transiciones. Para una velocidad baja de
calentamiento el fluido se encuentra en estado de reposo. Conforme esta velociclad
se incrementa un estado de conveccién estable aparece (en sentido y contras>n-
tido de las manecillas del reloj). Al continuar incrementando la velocidad de
calentamiento (2 aumenta) se presentan oscilaciones temporales y eventualme 1te
movimiento cadtico del fluido.

Aunque las transiciones discutidas estan bien reflejadas por el modelo dedo
por las ecuaciones (3.1, 3.2, 3.3) segun fue mostrado por Wang y Abed [35], es
conveniente aclarar que el modelo presenta cierta inexactitud, debida a cier as
suposiciones que han simplificado el modelamiento. Tales suposiciones son, enre

otras, el de suponer que tanto el pardmetro p como R son constantes confor ne
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se desarrolla el experimento. Por ello estaremos hablando de un modelaj2 un
tanto incierto del sistema. También dado que el pardmetro p tiene que ver con
las propiedades del fluido y este se considera constante siempre en este trabajo,
se toma el valor de p = 4, lo cual no quita generalidad en la investigacién; y se
trata a R como pardmetro de bifurcacién. Asimismo es conveniente recalcar que
el modelo posee simetria, en la cual reemplazando (z;, s, 23) por (—z1, —x2, x3)
resulta en el mismo conjunto de ecuaciones, como se podra apreciar a continuacién
en el diagrama de bifurcacién.

El diagrama de bifurcacion de lazo abierto del modelo se muestra en la Fig.
3.2, en él la linea sélida representa un equilibrio estable, una linea punt¢ada
representa uno inestable y los circulos son érbitas periédicas. Este diagrama fue

obtenido utilizando el paquete AUTO [10, 11].

“la.estable® —
*la.inestable* -----
"ciclos.limite* ¢

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacion del lazo abierto.

Para R <1 el sistema (3.1, 3.2, 3.3), posee un punto de equilibrio simple g;lo-
balmente atrayente. Este equilibrio dado por z; = z3 = 0, 3 = — R, corresponde
a un estado de no movimiento. En R = 1 este equilibrio pierde su estabilidad,
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dado que dos puntos de equilibrio adicionales aparecen por medio de una bifur-
cacién de tipo tridente. Estos equilibrios que estan presentes para toda R > 1
estan dados por z; = z; = £v/R — 1;23 = —1. Tales puntos de equilibric re-
presentan los estados de conveccién en las direcciones del sentido y contrasen iido
de las manecillas del reloj. Este equilibrio convectivo pierde su estabilidac en
bifurcaciones de Hopf que ocurren a valores tales que R = p(p+4)/(p— 2). Fara
nuestro caso, dado que fijamos el valor de p = 4, tendremos R = 16. Como se
muestra en la figura, las bifurcaciones de Hopf resultan en soluciones periéd cas
inestables, las cuales son subcriticas. Asimismo, la figura muestra la desapari-
cién de las érbitas periédicas inestables en una catéstrofe de cielo azul a un vidor
aproximado de R = 7.3198.

También, sabemos por estudios de Wang y Abed [35], que el sistema pcsee
comportamiento erratico para valores grandes de R; este comportamiento pu:de
ser del tipo cadtico. Lo que se observan son trayectorias que parecen cadticas
por un largo intervalo de tiempo, después del cual se asientan en un equilib -o.
Este tipo de comportamiento frecuentemente es referido como caos transiente.
Tal comportamiento es observado en simulaciones de (3.1, 3.2, 3.3), para valcres
de 7.3198 < R < 15.9, para algunas condiciones iniciales. La simulacién mues:ra
que las condiciones iniciales que resultan en caos transciente, son mas comuiles
para grandes valores de R en éste intervalo. En la Fig.3.3 inciso (a) se mues ra

una trayectoria tipica de un caos transciente en su espacio-fase.
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Equllibrlo Bstable 4
fauilibrio Tnestable x

Figura 3.3: Espacios-fase de (a)Transiente cadtico, y (b)Atractor cadtico.

A aproximadamente R = 15.9 el caos transiente se convierte en un atractor
cadtico por medio de una crisis. Asi, en el rango 15.9 < R < 16 existen 3 posioles
atractores, uno de cada rama bifurcada que aparecié en la bifurcacién triden e y
un atractor caético. Para R > 16 las trayectorias que muestra el sistema sor de
tipo cadtico. Un espacio-fase tipico de este comportamiento se muestra en el in ‘iso
(b) de la Fig.3.3. La Figura 3.4 muestra las curvas integrales respectivas de los
comportamientos esquematizados en la figura anterior. Existen varios escena ‘ios
por los cuales bifurcaciones sucesivas pueden resultar en un conjunto cadtico in-
variante; éstos son discutidos extensamente en la literatura (Thomson y Stew rt,
[32]; Wiggins, [36]). Sin embargo, lo m4s importante de estos escenarios, desde
una perspectiva de control, es que al parecer el caos depende en varios aspectos de
la sucesién de bifurcaciones. De aqui que sea importante el control que se pude
llegar a tener en las bifurcaciones primarias o locales. Supongamos que un con rol
en particular reduce significativamente la amplitud de una solucién bifurcad:., o

que se mejora significativamente su estabilidad sobre un rango de pardmetro no
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trivial, podemos entonces esperar que la ocurrencia de una bifurcacién pueds ser

“retrasada”.
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Figura 3.4: Curvas integrales de (a)Transiente cadtico, y (b)Atractor cadtico.

El procedimiento para el disefio de un controlador o de una familia de con:ro-
ladores con las caracteristicas mencionadas, fue descrito por Wang y Abed [35],
como ya fue presentado en el capftulo anterior.

El modelo analitico utilizado, que incluye la implementacién del filtro de lavado

sobre la medicién de la variable 23 (“lazo cerrado”), esta dado por:

Ty = —px1 + pTs (3.4)

Ty = —IT1x3 — To (:':5)

.i;;'3 = TI1Tg — T3 —R+u (:IG)
i4 = T3 — d.’124 (: 7)

donde z4 es la variable es la variable del filtro, y la variable manipulada o conirol
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u (que fisicamente representa la manipulacién de la velocidad de calentamiento

en funcién del comportamiento del fluido dentro del toroide), tiene la forma:

U = —k;y (:8)

Y =23 — dry (€.9)

La ganancia de retroalimentacién lineal es k;, d es el pardmetro del filtro
de lavado. Analizando el sistema “aumentado”que se tiene después de la incor-
poracién del filtro de lavado, notamos que el jacobiano de la matriz resulta ite
depende ya no solo de los valores de los pardmetros del sistema original, s no
también de los pardmetros que fueron introducidos en el controlador y filtro de
lavado (k; y d, respectivamente). Dado ello, podemos esperar llegar a tener cier-
to control en el comportamiento de las respuestas de lazo cerrado del sisten 12,
mediante la conveniente manipulacién de tales pardmetros. Asimismo vemos cue
nuestra salida del controlador (y), desaparece en el estado estable, y de aqui cue
los componentes z’s de un equilibrio de lazo cerrado son idénticos a los comjf o-
nentes correspondientes del lazo abierto. También, segiin fue mostrado por Lee
[21], la funci6n de control u = u(y) estd garantizada a centrarse en el punto (o-
rrecto de operacién y que el punto de bifurcacién de Hopf en el sistema extendi 1o
(3.4, 3.5, 3.6, 3.7) tiene el mismo coeficiente de estabilidad que el sistema origin al.

La relacién entre el valor critico del pardmetro R y la ganancia del contiol



k; puede determinarse encontrando las condiciones bajo las cuales el jacobiano
del sistema global (3.4, 3.5, 3.6, 3.7), posee un par de eigenvalores puramente
imaginarios. Wang y Abed encontraron que estas condiciones se trasladan 1 la

relacion:

(Rd —2p+2Rp +dp)* + (2+d + k; + p)*(2Rdp — 2dp) — (2 +d + k + p)

(Rd—2p+2Rp+dp)(R+2d+ki+p+dp+kp)=0 (3.10)
kk+p+d+2>0 (3.11)
R>1 (3.12)

Y que para el caso donde p = 4 y d = 0.5, estas condiciones son equivaler tes

a la restriccién sobre la ganancia del controlador k;:

15 <k <2 (3.13)

Ademds, para retrasar la ocurrencia de las bifurcaciones de Hopf se dibe
restringuir a que k; sea positivo. Valores negativos de k; resultard en mover estas
bifurcaciones a valores mas pequeiios de R. Asf, la Fig.3.5 muestra los diagrarias
de bifurcacién obtenidos para el sistema de lazo cerrado, donde las bifurcacio 1es
de Hopf fueron adelantadas a un valor de R = 25 en el caso del inciso (a) de la

figura, y retrasadas a un valor menor de 4 en el segundo inciso. Los valores de



la ganancia lineal fueron de &, = 0.3 y k; = —0.75 respectivamente. Para ambos

casos se usé el valor de d = 0.5 para el parametro del filtro de lavado.

8 T T T 4 T o |
-
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af | it .
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Edow, Inestablop ==
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Bdoa. Estables —
Eden. Inestablos e
¢lclos Linite ®

5 -reootuo-...._........._..._ R

x1

foow e w®

ay ki=0.3 b) kl=-0.7%

Figura 3.5: Respuesta del lazo cerrado, (a)adelanto, y (b)retraso de las bifuica-
ciones de Hopf.

Resumiendo, las ventajas en la utilizacién de filtros de lavado se centran en
dos puntos principalmente, primero la preservacién en la localizacién de los ec ui-
librios que el sistema presenta, y segundo la obtencién de un control robusto aite
incertidumbres en el modelamiento del sistema. Se utiliza un control retroalimn-
tado dindmico con las caracteristicas antes mencionadas en el cual, mediantc el
ajuste de la ganancia de control lineal se intenta retardar la ocurrencia de las
bifurcaciones de Hopf, en relacién al valor de R = 16 para el lazo abierto. Cono

ya vimos, en la practica puede desearse que este valor sea mayor o menor.
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Capitulo 4

Resultados

Como ya hemos visto en el capitulo anterior y como fue mostrado por War gy
Abed [35], el control retroalimentado dindmico representado por las ecuaciones
(3.4, 3.5, 3.6, 3.7) puede modificar, mediante el ajuste de la ganancia de cor trol
lineal &, la ocurrencia de las bifurcaciones de Hopf en relacién al valor de R =: 16
para el lazo abierto. Asimismo hemos visto que podemos retardar o adelantar
dicha ocurrencia de acuerdo al siguiente criterio:

ky > 0 = Adelanto en la ocurrencia de las bifurcaciones de Hopf.

ki < 0 = Retardo en la ocurrencia de las bifurcaciones de Hopf.

Y los resultados pueden ser apreciados en la Fig. 3.5 del capitulo anterior.
De esta discusion resulta claro que la fetroalimenta.cién lineal puede estabilizar el
equilibrio convectivo para rangos arbitrarios del parametro. Sin embargo, hay jue

recordar que las bifurcaciones que aparecen son del tipo subcritico para el sistema
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de lazo abierto, y que esta subcriticabilidad de las bifurcaciones de Hopf es crucial
tanto para la aparicién del caos como del caos transciente en el modelamiento para
varios valores de R.

Asi, varias preguntas surgen y una de ellas es, donde el controlador re roa-
limentado descrito en el capitulo anterior presenta la transicién del tipo d: bi-
furcacién supercritica - subcritica en relacién al pardmetro R y a la ganencia
del control lineal ;. Y como serdn las geometrias caracteristicas de las din4niicas
obtenidas. Es interesante saber también como se comportaran los eigenvalores del
sistema controlado conforme nos movemos respecto a los pardametros anteri res,

a fin de poder llegar a predecir la dindmica cualitativa del sistema.

4.1 Analisis de Diagramas de Dos Pardametrcs

Dado que es claro (por una simple inspeccién de la Fig. 3.5) que existe algiin pinto
en el cual mediante el ajuste del pardmetro de bifurcacién R y de la gananci de
control lineal k;, las bifurcaciones de Hopf pasan de ser supercriticas a suberiticas.
Se llevaron a cabo extensas simulaciones en el paquete AUTO (10, 11], en las
cuales variando la ganancia del controlador k; fueron encontrandos en cada cor -ida
dos puntos del diagrama de la Figura 4.1; uno debido a la localizacién de las
bifurcaciones de Hopf y otro a la localizacién de la aparicién de las catéstr >fes
de cielo azul o bifurcaciones globales. Asi se encontré que la localizacién del

punto de cruce de estas dos curvas se presenta aproximadamente a k = —0.6125



DIAGRAMA DE DOS PARAMETROS
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_1‘5 I i | L
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Figura 4.1: Diagrama de dos pardmetros, R vs kl, para d=0.5; vista parciai.

La figura puede ser dividida en 4 regiones en las que se observa diferente tipc de
comportamiento y las cuales han sido marcadas en el diagrama y estan delimita las
por las curvas de aparicién de las bifurcaciones de Hopf (conexién heterocliniza)
y la de bifurcaciones globales (conexién homoclinica). En la zona I, cualquier
combinacién de R y k; nos dard por resultado que el sistema se comporte de
la misma forma que el sistema de lazo abierto para el rango 1 < R < 7.3198,
esto es, un sistema estable con dos puntos fijos del tipo sumidero y uno del t po
silla. Cualquier combinacién en los pardmetros que nos lleve a trabajar en la

zona 2, nos dard por resultado un tipo de comportamiento de caos transciente
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con ciclos limite inestables, tal como el mostrado por el lazo abierto para el rango
7.3198 < R < 16. La zona 8 estara caracterizada por comportamientos tip cos
también del caos transiente, pero ahora las bifurcaciones de Hopf resultan en
ciclos lfmite del tipo estable (supercriticas), donde se ha reducido el rango del
pardmetro de bifurcacién sensiblemente. Finalmente la zona 4 del diagrama nos
delimitard a un comportamiento como el observado para rango R > 16 en el lazo
abierto donde se da la presencia del tipico atractor caético de Lorenz. Todn lo
anterior es dicernible de la figura anterior si observamos que cuando se cun ple
la condicién k; = 0 (que es lo mismo que trazar una linea recta horizontal jue
pasa por R = 0, k; = 0), es el equivalente a no tener control en el lazo cerredo.
De la misma manera podemos concretar de la figura que entre mds por enc ma
estemos de la curva que nos marca las bifurcaciones de Hopf (mayor k), mesyor
sera nuestro rango de valores del pardmetro R, en el que nuestro sistema serd
“estable”; es decir, esta curva nos marca zonas de estabilidad - inestabililad
en funcién del valor de los pardmetros R del sistemé y k; del controlador jue
estemos utilizando. Aqui es conveniente remarcar que dicha “estabilidad”serd
también funcién de la aparicién de las bifurcaciones globales (curva punteada en
el diagrama), para determinar el tipo de comportamiento que se puede esperar
de la respuesta dindmica del sistema. El caos transiente delimitado por la zona
2 del diagrama dependerd en gran medida de las condiciones iniciales que se

esten utilizando. Hay que recordar también que las soluciones periédicas en esta



region son del tipo inestable y que aunque se logre retrasar la aparicién en la
ocurrencia de las bifurcaciones de Hopf, no sucede lo mismo en forma general zon
las bifurcaciones globales. Esto se aprecia en el diagrama al percatarnos qu: la
respuesta de la curva de bifurcaciones globales no es tan sensible a los cambhios
en el valor de la ganancia del controlador, como lo es la curva de bifurcacicnes
locales. De hecho, la curva de bifurcaciones de Hopf tiene un comportamiento
asintético a valores de k; cercanos a 2, mientras que en el comportamiento de

la segunda curva dicho cambio es apenas perceptible tal como se muestra er. la

Figura 4.2.
5 DIAGRAMA EXTENDIDO DE DOS PARAMETROS
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Figura 4.2: Diagrama extendido de dos pardmetros, R vs kl, para d=0.5.

Estos resultados son para un valor fijo del pardmetro del filtro de lavido
d = 0.5. Las diferentes regiones fueron caracterizadas mediante el paqu:te

Dstool [16]. En la Figura 4.3 se muestran los diferentes espacios-fase corrss-



pondientes a las 4 zonas en que se fue dividida la Figura 4.1.

En el primer caso, tenemos el espacio-fase que obtendriamos con cualquier
combinacién de los pardmetros k; y R que nos lleven a trabajar en la zona 1 del
diagrama de la Fig. 4.1, donde se da la presencia de dos puntos del tipo sumicero
y uno del tipo nodo de silla. La zona 2 estard caracterizada por comportamientos
tales como el mostrado, donde se puede apreciar el espacio-fase caracteristicc de
un transiente cadtico donde se da la presencia de ciclos limite inestables. En la
gréfica de la zona 3 de la misma figura, se aprecia un espacio-fase con dos tra;ec-
torias, las cuales se asientan en ciclos limite estables, lo cual se puede apre:iar
observando que los puntos fijos que son el centro de tales ciclos son inestables. El
espacio-fase tipico de un atractor cadtico de Lorenz es el mostrado por la zona 4

del diagrama de la figura.

4.2 Analisis de los Eigenvalores

Para valores de 0 < R < 1 los eigenvalores del sistema son todos reales y negatiyos,
lo que nos da por resultado un punto de equilibrio simple globalmente atraye ite
como ya lo hemos visto. En este rango, conforme R se aproxima a 1 dos de los
tres eigenvalores, los mds negativos, y sus correspondientes eigenvectores camb an
en forma lenta mientras que el tercero lo hace de manera més rapida. Cuardo
R = 1.0 este 1ltimo eigenvalor se hace cero, cumpliendose ademés las condicioes

dadas por las ecuaciones 2.42, 2.43 y 2.44, lo que nos da una bifurcacién tipo
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Figura 4.3: Espacios-fases caracterizados del diagrama de dos parémetros.
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tridente que ocurre siempre en el mismo valor de R independientemente de los
valores que se tengan en los pardmetros k; y d.

Para el rango 1.0 < R < 7.3198 tendremos dos dreas de atraccién corres-
pondientes cada una a uno de los puntos fijos que han aparecido después de
la bifurcacién tipo tridente y que en este rango son estables. Dichos purtos
emergen del eigenvector del punto de silla cuyo eigenvalor cambia de signo cua 1do
R = 1.0. En este rango, las trayectorias tenderan hacia cualquiera de los dos
puntos estables que han aparecido, dependiendo de las condiciones iniciales, los
cuales los identificaremos como C+ y C'—. Ambas zonas de atraccién tienen en
comin una frontera que resulta ser la variedad estable del punto de silla y la
cual podemos imaginar como una superficie infinitamente delgada que pasa »or
el origen (punto de silla) y, por lo mismo es tangente en tal punto al plano desci ito
por los eigenvectores de la direccién estable del mismo punto casi inmediatamente
después de ocurrida la bifurcacién tipo tridente, existe la presencia de eigenvalcres
complejos, lo cual da una naturaleza de sumideros tipo espirales a los puntos fijos
estables (C+ y C'—). Dicha naturaleza se va haciendo més notoria conforme R
aumenta. Asi, la parte imaginaria de los estos eigenvalores se hace mis grarde
mientras que la real se vuelve menos negativa y por lo tanto se da la presen :ia
de curvas cada vez mds amplias en las trayectorias de aproximacion a los pun;os
estables y por ende, su velocidad de aproximacién se vuelve més lenta. Ete

fenémeno es debido a la deformacién que van sufriendo las variedades de tales
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puntos.

Al ir incrementando R, por otro lado, la variedad estable del punto de silla
también se va deformando, de tal suerte que si la imaginamos como una hoj¢ in-
finita que nos marca los limites de las dos zonas de atraccién y cuyo centro ca: en
el origen, sus orillas empezarfan con una tendencia desde sus orillas a flexion irse
en sentidos opuestos, y dado que la variedad inestable del mismo punto est4 :re-
ciendo, una colisién de ambas estructuras es inevitable. Dicha colisién se da en el
valor critico del pardmetro R de 7.3198 como ya lo habfamos visto, ocasionaado
grandes cambios en la estructura global de la dindmica observada. De tal for-
ma que existe una nueva dindmica donde se observa una nueva trayectoria jue
comenzando en el origen sale por la variedad inestable del punto de silla y retorna
al mismo por lo que es la variedad estable del mismo punto. A este tipo de bi ur-
cacién global se le llama conexién homoclinica y tiene que ver con la catdst: ofe
de cielo azul donde se da la desaparicién continua de ciclos limite mediantc la
colisién de éstos con un punto inestable. De hecho, tales ¢rbitas homoclinicas
son vistas como producto de la subcriticabilidad de las bifurcaciones de Horf y
son importantes en la aparicion del caos transiente y movimientos cadticos. En
el capitulo 11 de la obra de Thomson y Stewart [32] pueden encontrarse grafi-as
de todas estas trayectorias.

Después de la conexién homoclinica, las trayectorias atin siguen tendier do

hacia alguno de los puntos fijos estables (C+ 6 C'—), pero muchas trayectorias
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cruzan repetidamente de una zona a otra antes de asentarse en alguno de cllos.
Dichos transientes cadticos pueden durar por largos intervalos de tiempo de >en-
diendo de las condiciones iniciales, pero el promedio de longitud del transiente
caotico inicial se incrementa con R. Estas trayectorias transientes cruzan de una
zona a otra dando vueltas hasta que se ven atrapadas en alguna regién de los
puntos fijos. Tales regiones resultan ser los ciclos limite inestables product> de
la bifurcacién de Hopf, que como ya vimos de da a un valor de R = 16 paia el
lazo abierto. Tambien, a medida que R se incrementa desde 7.3198 hasta 15.9
dichos ciclos limite tienden a disminuir de amplitud. Finalmente, la parte rez] de
los eigenvalores complejos de C'+ y C'— se hace cero y las soluciones periddic: s se
colapsan sobre los puntos fijos hasta aquf estables (bifurcacién de Hopf), y ce la
colision de los ciclos inestables con el punto fijo atrayente deja por resultado pun-
tos fijos tipo nodo de silla, tal como lo es el origen desde la bifurcacién tride nte.
A este nuevo colapso entre dos estructuras definidas se le conoce como cone:idn
heteroclinica.

Una vez ocurrida la bifurcacién de Hopf, los eigenvalores de C+ y C'— tienen
como principal caracteristica el que los complejos conjugados poseen parte real
positiva y el(los) restante(s) son reales negativos describiendo las direcciones in-
estable y estable respectivamente, del atractor caético global. Donde, dado gue
no hay un punto de atraccién como tal, no existe comportamiento estable, sin

embargo existe una regién donde no hay tampoco tendencia de las trayecto:ias
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a alejarse de la misma y cuyas condiciones iniciales fuera de ésta eventualmente
caen dentro, o quizd muchos atractores que pueden ser del tipo periddico, cu asi-

periodico o aun caotico.
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Capitulo 5

Conclusiones

Los cambios en la geometria de los espacios-fase generados por el sistem. de
estudio tienen lugar en general, a tres valores del pardmetro de bifurcacién R.
Dichos valores dependen de los asignados a los parametros k; del controlidor
y d del filtro de lavado. Sin embargo, estos tres eventos (bifurcacién tridente,
conexion homoclinica y conexién heteroclinica) no desaparecen y en el pr mer
caso ni siquiera se mueven. El primer cambio es, por lo tanto independiente del
tipo de control que se ha utilizado en el presente trabajo. El segundo evento, s la
conexién homoclinica de las ramas estables producto de la primera bifurcacién y la
cual puede producir transientes caéticos de estructura complicada y ciclos If nite
estables o inestables. En la conexiéﬁ heteroclinica los transientes cadticos son
convertidos a un atractor cadtico global, para el caso de la bifurcacién suber tica

de Hopf. Tal tipo de bifurcacién no necesariamente produce un atractor cactico

66



como se puede verificar para el caso de tener una bifurcacién supercritica, dondz el
producto de la misma son ciclos limite estables. Asi, el atractor caético es creado
por una conexion homoclinica de los ciclos limite inestables que finalmente se
colapsan en los puntos fijos (que son el centro de las mismas soluciones periédic as)
de las ramas que hasta ese momento son estables.

En el proceso de la construccion numérica de los diagramas de bifurcaciin,
se analizaron las variaciones de la respuesta dindmica del controlador respecto
a los parametros R del sistema, k; del controlador y d del filtro de lavado. Se
caracterizaron las diferentes zonas delimitadas en dichos diagramas mediant:: el
estudio de los espacios-fase generados por los valores caracteristicos de cada re-
gién. Se ha comprobado que es posible estabilizar los puntos de equilibrio ines ta-
bles que son consecuencia de la aparicién de las bifurcaciones de Hopf, utilizando
retroalimentaciéon dindmica lineal. Sin embargo, la “atractividad”de los puntos
de equilibrio estabilizados permanece confinada a una vecindad local, pudiendo
presentarse comportamiento del tipo caético dependiendo de las condiciones ni-
ciales y/o magnitud de las perturbaciones utilizadas. Los filtros de lavado son
efectivos en el adelanto (retraso) de la aparicién de las bifurcaciones de Hcpf,
incrementando (disminuyendo) asi, el rango de operacién “estable”de un pu ito
de equilibrio, sin modificar su posicién. Asimismo, este tipo de control parzce
ser robusto ante incertidumbres en el modelamiento de los sistemas. A pesar

de esta conclusidn positiva, el sistema de lazo cerrado con la incorporacién de las
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leyes de control dadas anteriormente, no garantiza en modo alglino la atractividad
global. Aln cuando la presencia de atractores cadticos puede retardarse significa-
tivamente (hasta valores de R superiores a 2500), el sistema continda exhibien io
transcientes cadticos para valores de R muy cercanos a los de la.ocurrencia de as
bifurcaciones de Hopf originales (R de aproximadamente 21.45983 para cuanio
k; — 2). La presencia de transcientes cadticos es un fenémeno indeseable desde
un punto de vista de control, dado que puede implicar operacién alejada del pur to

de equilibrio deseado por grandes intervalos de tiempo.

5.1 'Trabajo Futuro.

Se ha trabajado en la direccién de la estabilizacién de las bifurcaciones, m s
que en su adelanto y/o retardo. Los resultados de tales investigaciones pueden
encontrarse en la bibliografia [35, 34, sin embargo, hace falta profundizar mé: a
cerca del tema y de las diferentes técnicas que se han utilizado y las que se estan
usando. No es raro encontrar cada dia nuevos avances acerca de temas afines y
mientras algunos investigadores tienden hacia el camino cientifico [1, 4, 12, .3,
14, 18, 17, 26, 27, 29, 28, 30], otros buscan la innovacién tecnoldgica y aplicacién
de los conceptos y técnicas [6, 5, 25, 8, 9, 19, 22, 24, 20], que hasta ahora sélo han
sido llevadas a cabo en simuladores.

Serfa interesante investigar la robustez de los controladores basados en filt:os

de lavado ante mayores incertidumbres en la modelacién de los sistemas, tratando
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de delimitar la aplicabilidad de tal procedimiento. Asimismo, es importante bus-
car mejorar la respuesta del sistema en presencia de caos como el tipo transier te
mediante esquemas de variacién de parametros del filtro, utilizando por ejemplo,
el algoritmo de horizonte recedente.

Ademss del interés de estas técnicas en aplicaciones de control, el cont-ol
de bifurcaciones tiene aplicacién préactica en comunicaciones, plantas de poder,
sistemas mecanicos, etc. Resulta interesante el desarrollar tecnologia basada en
esta linea de investigacién y se pueden encontrar trabajos ya desarrollados a cerca
del tema [4, 12, 13, 14, 18, 17, 26, 27, 29, 28, 30, 6, 5, 25, 8, 9, 19, 22, 24, 20, 7, 33, 2].
Sin embargo, atiin hay mucho de este tipo de control y de la dindmica de los
sistemas no lineales que se desconoce y en lo cual resultarfa conveniente, tna

mayor profundidad.
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