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RESUMEN

En este proyecto de investigacion, se presenta la formulacion y resolucion de un modelo
matematico para procesos de fermentacién sumergida, desarrollado a través de dinamica
de fluidos multifase. Se asume a un proceso fermentativo como un sistema binario: medio

de cultivo, fase liquida; microorganismos, fase sélida.

La fase continua se formulé bajo un enfoque Euleriano, mediante el sistema ma-
tematico conformado por las ecuaciones locales de continuidad y transporte de momen-
tum, promediadas volumétricamente. La fase dispersa desde la perspectiva de un enfoque
Lagrangiano, se expresé a través de un sistema de ecuaciones de movimiento que descri-
ben el desplazamiento de un conjunto de particulas. Para el transporte de momentum

interfacial se utiliz6 un acoplamiento bidireccional .

Se introdujo una representacion dual para la fase dispersa, mediante la asociacion
univoca nodo-particula; es decir, a través de la implementacion de una malla, donde cada
nodo representé a una particula. De forma tal, que el movimiento de la fase dispersa
se redujo al simple desplazamiento especifico de un conjunto de nodos, regido por un

conjunto de ecuaciones de movimiento para tal fase.

El esquema numérico utilizado, consistié de una metodologia hibrida del método Eule-
riano Lagrangiano Arbitrario (ALE) y el método Lagrangiano Euleriano Acoplado (CEL).
Esto es, una malla Euleriana para la fase continua y una malla Lagrangiana para la fase

dispersa, con una rezonificaciéon constante de la malla Lagrangiana en cada iteracion.



La inconveniencia de un excesivo tiempo de ejecucién debido a la constante rezonifi-
cacion de la malla Lagrangiana, se evito por la utilizacion de una interpolacion gaussiana
sobre una rejilla. Tal interpolacién contribuyé benéficamente, como una herramienta de
transformacién del sistema discreto concerniente a la fase discreta, a un sistema conti-
nuo, lo que simplificé las tipicas inherencias existentes en un acople de transferencia de

momentum interfacial entre un sistema discreto y un sistema continuo.

Asimismo, la formulacion discreta de la fase continua y discreta, se implementé numéri-
camente a través del método del elemento finito y una discretizacion explicita de Runge-
Kutta de orden 4, respectivamente. Se incorpord el método del Lagrangiano aumentado a
la formulacién discreta de la fase continua, lo cual propicio estabilidad en la convergencia

durante la simulacién numérica.

El modelo matematico se ensayo sobre el estado hidrodindmico que conforma el mo-
vimiento de un fluido monoféasico, dentro de un par de cilindros concéntricos (un cilindro
estacionario y otro mévil), ante la perturbacién que genera la adicién de un pulso de
particulas. Y de la solucion numérica obtenida, se evalud la dinamica del torque que ex-
perimenté el sistema fisico durante la evolucion de la perturbacion, asi como el proceso

de homogeneizacion que sufrié la fase dispersa.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

El estudio hidrodinamico de los procesos fermentativos siempre ha sido de relevante
importancia. Incluso, se puede ser presuntuoso y declarar: no es posible discutir el mejo-
ramiento de un proceso fermentativo sin el apoyo de un analisis hidrodinamico. De hecho,
estos estudios son de suma utilidad en la toma de decisiones durante el escalamiento de

uIn proceso.

Los estudios hidrodindmicos tienen como objeto evidenciar la dependencia del estado
de un proceso (la naturaleza del flujo) con respecto a sus variables. Por ejemplo, es po-
sible evaluar la dependencia que ejerce la concentracién de biomasa sobre la potencia
requerida para alcanzar el mezclado deseado. Evidentemente, tales andlisis requieren de
la realizacion de un conjunto de estudios experimentales y un procesamiento de los datos

experimentales recabados.

Con respecto a como describir matematicamente las dependencias existentes entre el
estado de un proceso y sus variables; dentro de los analisis hidrodinamicos, es comin
la formulacién de correlaciones a través de numeros adimensionales, cuyas definiciones

incluyen a los parametros que se desean estudiar.

Aunque las correlaciones adimensionales han demostrado ser una herramienta valiosa
que permiten describir matematicamente la naturaleza hidrodinamica de un proceso y
posteriormente utilizarlas para su mejoramiento; no capturan explicitamente los fenéme-

nos de transporte que imperan sobre el mismo. En contraste, la modelacién de un proceso
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a través de la inclusion de los mecanismos de transporte, permite al investigador indagar
la verdadera influencia que ejerce cada uno de ellos, sobre el comportamiento hidro-

dindmico de un proceso.

La busqueda de modelos establecidos a través de los axiomas fundamentales de con-
servacion, que permiten sustituir las correlaciones adimensionales, dia a dia se vuelve una
opcion mas viable, dado el impulso tecnologico que existe en el desarrollo de ordenadores
con mayor velocidad de cdlculo y memoria para procesamiento de datos. En cuanto a la
naturaleza de los modelos matematicos, estos generalmente corresponden a un sistema de
ecuaciones integrodiferenciales, con condiciones iniciales y de contorno preescritas. Y su

descripcion depende estrictamente del conjunto de hipdtesis asumidas por el investigador.

El desarrollo de este proyecto de investigacién, tiene como objeto el planteamiento y
resolucion de un modelo matematico para un sistema de fermentacién sumergida, basado
en los principios fundamentales de conservacion, y el cual considere los efectos de trans-

porte de momentum interfaciales entre los microorganismos y el medio de cultivo.

Adicional a lo expresado previamente, es necesario comentar que el desarrollo de
esta tesis tiene como meta adicional, proveer un conjunto de herramientas numéricas
y de modelacién matemdtica, para proyectos enfocados en el estudio hidrodinamico de

sistemas bacterianos en fermentacién sumergida.
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1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo General

Presentar la formulacion y resolucién de un modelo matematico para un proceso de
fermentacion sumergida, bajo la abstraccién de un sistema multifasico disperso: micro-

organismos, fase sélida; y medio de cultivo, fase liquida.

1.1.2. Objetivos Particulares

1. Construccién de una libreria desarrollada en lenguaje C++4, para resolver sistemas

integrodiferenciales mediante el método del elemento finito.

2. Implementacion y resolucién de una nueva formulacion Euleriana-Lagrangiana para
la modelacion de un sistema disperso de dos fases, con acoplamiento bidireccional

en el transporte de momentum interfacial.

3. Desarrollo de una interpolacién gaussiana sobre una rejilla homogénea o ligeramente
deformada, como herramienta numérica en la conversion de un sistema discreto a

un sistema continuo.

1.2. Justificacion

El principal motor en el desarrollo de este proyecto, es la aridez de las investigaciones
en procesos de fermentacién sumergidas abordados como sistemas multifasicos a través
de dindmica de fluidos computacional. Cuyos resultados sin duda, pueden ser de valioso
interés y gran utilidad como herramienta de apoyo en el anélisis hidrodinamico de sistemas

fermentativos.



Capitulo 2
BIOPROCESOS

2.1. Metabolismo

Los procesos metabdlicos se pueden clasificar en dos categorias principales. Por un lado
estd el catabolismo, que es el conjunto de reacciones mediante las cuales la célula frag-
menta las moléculas complejas que utiliza como fuente energética (los alimentos) hasta
sus componentes esenciales (azicares, aminodcidos o acidos grasos), transformando éstos
en energia o en elementos disponibles para el mantenimiento de sus propias estructuras

biolégicas.

Por otro lado esta el anabolismo, que es el conjunto de reacciones mediante las cuales
la célula sintetiza las macromoléculas que necesita para subsistir a partir de las substan-

cias sencillas obtenidas mediante el catabolismo.

El metabolismo es un proceso sumamente complejo en el que existe un sutil equili-
brio entre todas las reacciones quimicas que lo constituyen, las cuales no se interfieren
entre ellas aunque si se regulan las unas a las otras, teniendo las enzimas un papel muy

importante en el mismo.

2.2. Cinética de crecimiento microbiano

A diferencia de los organismo superiores, los microorganismos presentan una alta

tasa de reproduccion celular. La tasa de crecimiento microbiana esta influenciada por
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un numero de parametros tales como: tipo de cepa, disponibilidad de substrato, y las
condiciones ambientales. El crecimiento microbiano bajo condiciones favorables se puede

modelizar en 4 fases (Moo-Young y Chisti, 1994):

©) ® ©® ®

@ Fase de latencia
@ Fase de crecimiento exponencial
@ Fase estacionaria

@ Fase de decadencia

log(ntdmero de células viables)

tiempo

Figura 2.1: Etapas del crecimiento microbiano.

e Fase de Latencia. Es la fase de adaptacién al medio, existe aumento de la masa

celular pero no hay aumento en el nimero de células.

e Fase de crecimiento exponencial. Fase en la que predomina una rapida repro-

duccion celular plenamente adaptadas al medio.

e Fase estacionaria. El niimero de microorganismos se vuelve constante. La causa
de esta etapa es el agotamiento en el medio de los recursos esenciales para su creci-
miento. La disponibilidad limitante del substrato controla el proceso de crecimiento

microbiano.

e Fase de decadencia. El medio estd agotado de los constituyentes necesarios para
el sustento de los microorganismos. Las tasa de mortalidad de las células exceden

cualquier posible recrecimiento.

Este conjunto de fases anteriormente descritas, inciden directamente sobre la hidro-

dindmica de un sistema fermentativo, debido a que el incremento celular de los microor-
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ganismos afectan a los mecanismos de transporte de momentum. Y que desde un punto
de vista reoldgico, sus propiedades que inicialmente expresan un comportamiento newto-

niano, concluyen con un comportamiento no-newtoniano.

2.3. Descripcién de un bioproceso

Se califica como un bioproceso, aquel proceso que se vale de la accién biocatalitica que
ejercen enzimas, microorganismos, células vegetales o animales, sobre la materia prima
para transformarla a productos de valor agregado, tales como alimentos o medicamentos;
o alternativamente, sobre contaminantes para control de la polucién ambiental (Moo-
Young y Chisti, 1994). Un bioproceso, tipicamente se divide en tres etapas, tal como se

muestra en la figura 2.2.

La materia prima que puede ser de origen bioldgico o no, debe transformarse a una
forma mas adecuada para su procesamiento. Esta etapa de pretratamiento, involucra
operaciones tales como: seleccion, reduccién de tamano, hidrélisis quimica o enzimatica,

formulacién, esterilizacion del medio, y otras operaciones preparatorias.

Después de la etapa de pretratamiento, continua la etapa de biorreacién, que tiene
como objetivo la conversién de los substratos (materia prima) a biomasa (masa celular)
y bioproductos. Incluso, la bioconversién puede utilizar células enteras no viables (inmo-

bilizadas o libremente suspendidas) o enzimas purificadas, como agentes biocataliticos.

El material producido en los biorreactores, generalmente debe ser procesado poste-
riormente, mediante una etapa de separaciéon (downstream). Esta etapa, consiste pre-
dominantemente de una serie de operaciones fisicas, que tienen como tnico objetivo
purificar o concentrar el producto de interés; tales como: separacién sélido-liquido (cen-
trifugacion, filtracién, sedimentacién, flotacién), ruptura celular, precipitacién, cristali-
zacién, adsorcién, separacién cromatogréfica, separaciéon por membrana (ultrafiltracion,

microfiltracién), extraccién liquido-liquido, destilacién y secado.
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ETAPAS DE UN OPERACIONES
BIOPROCESO

Materia Prima

seleccion

tamizado

reduccion de tamafio
hidrélisis

formulacién del medio
esterilizacion

PRETRATAMIENTO

produccién de biomasa
BIORREACCION biosintesis de metabolitos
consumo de nutrientes

filtracion
centrifugacion
sedimentacion
floculacion
ruptura celular
extraccion
ultrafiltracion
precipitacion
cristalizacion
cromatografia
evaporacion
secado

SEPARACION

Producto

Figura 2.2: Etapas de un bioproceso.

2.4. Mejoramiento de un bioproceso

2.4.1. Aplicacién de la mutagénesis

El procedimiento de mutaciéon mediante el empleo de un agente determinado implica
dos etapas, el tratamiento de la poblacién con el mutageno elegido y luego el aislamiento
de los mutantes para su posterior ensayo y seleccién. Empiricamente el empleo de dife-

rentes agentes resulta en el aislamiento de distintos espectros de mutantes.
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La eleccion de un agente mutagénico depende en general de consideraciones practicas.
En algunos de los casos es més conveniente el empleo de méas de uno en lugar del uso ma-
sivo de uno solo. La técnica a emplear puede producir una alta tasa de mutaciéon o puede
favorecer la separacién de un nimero reducido de tipos deseables de un gran ntimero de

productores mediocres.

Hasta donde sea posible el aislamiento del mutante deberia utilizar la caracteristica
mejorada del mismo como factor de seleccion. El incremento de su productividad podria
ser el resultado de una modificacién en los mecanismos de control que limitan el nivel de
produccién y/o de una variacién en los precursores que llevan al producto. En este sentido
el conocimiento de las rutas y mecanismos de control de la biosintesis de un producto

facilitan la estrategia a seguir en el aislamiento (Vogel y Todaro, 1996).

2.4.2. Control de las variables de proceso

Una estrategia alternativa aplicada en el mejoramiento de un bioproceso, involucra
el control de las variables de proceso, entre las méas importantes se pueden citar: pH,

oxigeno disuelto, grado de mezclado y temperatura.

En algunos casos, mantener las condiciones éptimas de las variables del bioproceso,
no tiene como unica finalidad incrementar la productividad y eficiencia de un bioproceso,
sino incluso hacer factible su desarrollo. Cuando un bioproceso se desarrolla sin control
de sus variables de proceso, la distintas biotransformaciones involucradas en el desarrollo
de su crecimiento, frecuentemente alteran su pH, variando su valor del parametro 6ptimo.
Por tanto, impera la necesidad de corregir esas desviaciones a través de la adicién de una

disoluciéon acida o alcalina; es decir, aplicar un control sobre el pH.

Otro control muy usual corresponde al de oxigeno disuelto (el cual incluso suele servir
como pauta de medida del grado de mezclado). Esta variable es controlada mutuamente
a través de la agitacion del sistema y la tasa de aireaciéon. Desempena un papel muy

importante en los bioprocesos aerébicos, debido a su naturaleza de elemento limitante.
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2.4.3. Teoria de control

A través de un evidente balance de materia, es claro que una alta produccién de un
metabolito de interés, involucra un alto consumo de alguno o varios de los nutrientes del
medio de cultivo. Si al momento del diseno del medio de cultivo, todo fuera tan simple
como preveer que los nutrientes de alto consumo se introduzcan en altas concentraciones,
entonces no existiria ninguna problematica con respecto algin nutriente limitante. Des-
afortunadamente, dentro de los procesos bioldgicos, es comtn el fenémeno de represién
catabodlica, el cual limita las concentraciones de los nutrientes que conforman al medio de

cultivo.

El desarrollo tecnologico de la actual era digital, asi como el diseno de biosensores que
permiten cuantificar in situ las concentraciones de algin compuesto de interés (Sonnleit-
ner, 2000), han permitido implementar la teoria de control para el desarrollo de perfiles
optimos de alimentacién en linea, de algin nutriente limitante sujeto a represion ca-

tabdlica.

La teoria de control, considera a un bioproceso como un sistema dindmico, cuyo es-
tado modifica de acuerdo a una serie de criterios preestablecidos, a través de la buisqueda
de un estado éptimo o deseado. Para este propdsito, sensa alguna propiedad mensurable
del sistema, que utiliza para determinar su estado, y asi tomar una decisién sobre que

accion deberd aplicarse para modificarlo hasta el estado de sistema deseado.

La factibilidad de esta metodologia ha mostrado, que incluso a través de un moni-
toreo del proceso respiratorio, en conjunto con la teoria de control, es posible establecer
perfiles 6ptimos de alimentacién, que conducen a la mejora de un bioproceso (Kiss y

Stephanopoulos, 1991).
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2.4.4. Optimizacion de la constitucion del medio de cultivo

Definida una cepa mejorada, tipicamente el siguiente paso corresponde a la buisqueda
de un medio de cultivo que satisfaga sus requerimientos metabdlicos de manera eficiente

y productiva.

Para alcanzar este propodsito, es necesario conocer el papel que desempenan la di-
ferentes fuentes de carbono, fuentes de nitrégeno, vitaminas y/o sales minerales, en su
crecimiento y produccién. Se realizan disenos experimentales, en los que se ensayan me-
dios de cultivos donde se varia su constitucién y la concentracién de sus constituyentes.
Se cuantifica el efecto que distintos medios de cultivos ejercen sobre el metabolito de
interés, y mediante un andlisis de estas interacciones se determina la constitucion del

medio de cultivo éptimo.

A pesar de la naturaleza simplista de esta metodologia de causa-efecto, genera infor-
macién de relevante importancia. Permite conocer: los requerimientos vitaminicos y de
aminoacidos esenciales, y el grado de asimilacién de las fuentes de carbono y nitrégeno.
Y en dado caso de presentar represion catabdlica con respecto a algin nutriente, ayuda

a establecer un criterio de adicion al medio de cultivo.

Dado el esfuerzo en tiempo y material que se requiere invertir en el desarrollo de
esta metodologia, se considera de suma importancia el planteamiento de un buen diseno

experimental.

2.4.5. Control sobre la actividad metabodlica

Otra linea de investigacién que ha contribuido de manera muy significativa en el me-
joramiento de los bioprocesos, corresponde a la bioingenieria metabdlica, que tiene como
objetivo, elucidar las transformaciones metabdlicas de la materia prima requerida en un

bioproceso, hasta el metabolito de interés.
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Elucidadas las reacciones bioquimicas asociadas a un bioproceso, la segunda etapa
que persigue esta disciplina, consiste en evaluar los fluxes de los metabolitos intermedia-
rios, e identificar a aquellos que desempenan un papel crucial en el rendimiento de un
metabolito de interés. Esta informacion permite la implementacion directa de estrategias
de mejoramiento; tal como la adiciéon de un metabolito intermediario al medio de cultivo
en cierto estadio de un bioproceso, que coadyude a redirigir la ruta metabdlica hacia el

producto deseado (Christensen y Nielsen, 2000).



Capitulo 3
DINAMICA DE FLUIDOS

3.1. Ecuaciones Generales de Transporte

3.1.1. Principios fundamentales de conservacion

A través de los siglos, con el deseo de obtener una descripcion precisa de la naturaleza
de los fenémenos, los investigadores han descubierto que algunas cantidades mensurables
fisicas, siempre se encuentran sujetas a ciertos principios fundamentales de conservacién:
de caracter axiomaticos, validados por la experiencia e imposibles de ser comprobados

mediante expresiones mas sencillas.

Desde la perspectiva de la mecanica clésica, existen un conjunto de estos principios
fundamentales de conservacion que deben ser satisfechos, entre los mas importantes se

citan a continuacion.

1. Conservacion de la masa. La tasa temporal de cambio de masa de una region ma-

terial es cero.

2. Conservacién del momentum lineal. La tasa temporal de cambio del momentum
lineal de una regién material, equivale a la suma de fuerzas que actia sobre di-
cha region. Esto es la generalizacion de Euler de la segunda ley de Newton del

movimiento.

3. Conservacién del momentum angular. La tasa temporal de cambio del momentum
angular de una region material, es igual a la suma de los torques que actiian sobre

tal region.

12
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4. Conservacion de la energia. La tasa temporal de cambio de la energia dentro de
una regién material equivale a la suma de las tasas de energias que recibe mediante
calor y las interacciones de trabajo. Lo cual corresponde a la primera ley de la

termodindmica.

5. Desigualdad de la entropia. La tasa temporal de cambio de entropia dentro de una
region material es mayor o igual que la razén de la tasa de calor transferido a la
region entre la temperatura absoluta de la regién. Esta es la segunda ley de la

termodinamica.

Por tanto, cualquier descripcion matematica que se desarrolle para el movimiento de
un fluido, siempre debe formularse sujeta a estos principios fundamentales de conser-

vacion.

3.1.2. Teoremas de Transporte

Teorema de Leibnitz

Considérese alguna cantidad de interés @, que es el resultado de la integracion de una
funcion ¢(Z,t) sobre un dominio de volumen mévil V' (¢)
o = o(Z,t) dv (3.1)
V(t)
De la definicién anterior, resulta claro que la evaluacién de la derivada temporal de la
cantidad ® es algo complicada, debido a la naturaleza de los limites de integracion, los
cuales son dependientes del tiempo. Sin embargo, a través del teorema de Leibnitz, es

posible obtener tal expresién

dd d / 0

—_— = — o(Z,t) dv = — o(Z,t) dv + / o(Z,t) (W- 1) ds (3.2)
donde W es el campo vectorial de velocidad asociado a la superficie mévil S(t), la cual
corresponde al contorno del volumen mévil V(t); v el vector 77, es el vector normal uni-

tario de tal superficie.
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Una variante de este teorema, puede obtenerse aplicando el teorema de la divergencia

i d L o B
dt - dt /v(w o dv= /v(w [E AT, +V-9(&, 1) d| dv (3:3)

Para una descripcion formal de este teorema es posible consultar algtun libro de calculo

avanzado (Kaplan, 2002).

Teorema del Transporte General

Sea A una propiedad termodindmica extensiva arbitraria, y « su correspondiente

propiedad termodinamica intensiva. Asi, se satisface que
0A =adm (3.4)

debido a que el producto de una cantidad diferencial de masa por una propiedad intensiva,
corresponde a una cantidad diferencial de la propiedad extensiva. Y como de la definicion

de la densidad p se tiene que

om = pov (3.5)
donde dv es una cantidad diferencial de volumen. Entonces
0A = apdv (3.6)

Si se considera que la cantidad pa corresponde a la cantidad arbitraria ¢ del teorema de

Leibnitz, entonces se formula el teorema del transporte general, el cual se expresa como

d 0
LA ey dv = / 9 () dv + / (pa) (i - 7) ds (3.7)
dt Jy vy O S(t)
Aplicando el teorema de la divergencia al teorema de transporte general
4 (par) dv = / [g (pa) +V - (pav) w} dv (3.8)
dt Jy ) vy LOt '

Teorema del Transporte de Reynolds

Si se considera que la velocidad arbitraria @ del teorema de transporte general corres-
ponde a la velocidad @ de un elemento de fluido. Y ademas, el volumen mévil V (¢), deja

de ser arbitrario, y en lugar de ello, es un volumen de control que contiene a ese mismo
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elemento de fluido, cuyo volumen V,,(¢) ahora se denomina volumen material. Bajo estas
consideraciones se obtiene el teorema de transporte de Reynolds

4 (par) dv = / 9 (par) dv + / (pa) (1 - 17) ds (3.9)
dt Jy,.) V() O S0

Basicamente, el teorema de transporte de Reynolds establece que la tasa o razon temporal
de incremento de la cantidad total de alguna propiedad extensiva A dentro de un sistema,
es exactamente igual a la tasa temporal de incremento de la propiedad A dentro del

volumen de control (fijo), més la tasa neta de flujo de A a través de la frontera del

volumen de control.

3.1.3. Conservacion de la masa

El transporte de masa puede expresarse a través del teorema de transporte de Rey-

nolds (3.9), mediante la asignacion de:
A=m a=1 (3.10)

Bajo este contexto, la masa corresponde a la propiedad extensiva que se desea analizar
sobre el volumen de control V,,,(t) de un elemento de fluido. Resultando, que el transporte
de masa se exprese como

d 0

— pdv:/ —pdv+/ pu-nds (3.11)

dt Jv,. Vin(t) Ot Sim(t)

Por otro lado, evaluando la cantidad masa que existe sobre ese mismo volumen de control

Vin(t), se tiene que esta corresponde a

m = pdv (3.12)
Vin(t)

e introduciendo el principio fundamental de la conservacién de la masa

dm
— 1
=0 (3.13)

se puede formular que

dm d
— dv = 3.14
e dt /vm(t)p ! (3.14)
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Esto conduce a que el transporte de masa corresponda simplemente a

/ @dvjt/ pu-nds=0 (3.15)
Vi (t) O S ()

lo cual, al aplicar teorema de la divergencia se obtiene
0
/ 9P dv + V- pii dv = 0 (3.16)
Vin(t) Ot Vin (t)

En estas circunstancias es posible agrupar las integrales, es decir

/ l@—l—v-pﬁ} dv =0 (3.17)

Puesto que el volumen de control del elemento de fluido es absolutamente arbitrario, la
unica solucion posible a la ecuacion integral anterior, es que su integrando sea nulo en
todos los puntos de integracion

dp
Py i = 1
o5 TV pi=0 (3.18)

A ésta ultima expresién se le denomina ecuacién de continuidad, y expresa el transporte

de masa que satisface la conservacion de la masa.

3.1.4. Conservacion del momentum

Para el caso del transporte de momentum, su expresion mediante el teorema de trans-

porte de Reynolds (3.9), se requiere de la siguiente asignacién:
A=mu a=1 (3.19)

Bajo este contexto, el momentum corresponde a la propiedad extensiva que se desea
analizar sobre el volumen de control V,,,(t) de un elemento de fluido. Con esto resulta,
que el transporte de momentum se expresa como
d . o, . L
— pt dv = —(ptl) dv + pu-fds (3.20)
dt Jv,. V() OF S (1)
Por otro lado, evaluando la cantidad momentum p que existe sobre ese mismo volumen

de control V,,,(t), se tiene que esta corresponde a

p= / pu dv (3.21)
Vin(t)
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e introduciendo el principio fundamental de la conservacién del momentum

@:/ df“+/ dff (3.22)
dt Jv,. Su(®)

donde la primer integral corresponde a las fuerzas de volumen y la segunda integral a las

fuerzas de superficie. Se puede formular que

dp , ,
L / df +/ df =0 (3.23)
dt Sy, Sm(1)

Esto conduce a que el transporte de momentum corresponda simplemente a

/ ﬁ(pﬁ) dv+/ pm.ﬁds:/ dﬂ+/ df? (3.24)
Vi (t) Ot S (1) Vin (1) Som (£)

df' =p¢dv dff =ad(n)ds (3.25)
se obtiene

/ 2(pa) dv+/ pﬁﬁ-ﬁdSZ/ pq?dv+/ F(7) ds (3.26)
Vin () ot S (t) Vin () S (t)

o en su forma equivalente la cual incluye el tensor general de esfuerzos

0 -
/ —(pﬁ)dv+/ pﬁﬁ-ﬁds:/ qudv—i—/ o-nds (3.27)
Vm(t) at Sm(t) Vm(t) Sm(t)

Aplicando el teorema de la divergencia

a —
/ —(pﬁ)dv+/ V~pﬁﬁdv:/ qudv—i—/ V.o dv (3.28)
Vin(t) O Vin (1) Vin(®) Vin ()

En estas circunstancias es posible agrupar todas las integrales, es decir

/ [g(pﬁ)jtv-pﬁﬁ—pgg—v-a] dv =0 (3.29)

Puesto que el volumen de control del elemento de fluido es absolutamente arbitrario, la
unica soluciéon posible a la ecuacion integral anterior, es que su integrando sea nulo en

todos los puntos de integracion

—(pi)+ V- pii=pd+V-o (3.30)
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A esta ultima expresion se le denomina ecuacién de transporte general de momentum.

Dado que el tensor esfuerzo o, es la composicién de una parte isétropa, tensor presion
—pI; v otra anisétropa, tensor esfuerzo viscoso 7. Entonces la ecuacién de transporte de

momentum generalizada puede reescribirse en términos de estos tensores, como sigue

0 .
E(pﬁ)%—v-pﬁﬁngb —Vp+V.-T1 (3.31)

3.1.5. Enfoque Euleriano y Lagrangiano

Para describir la variables dinamicas de un fluido con respecto al tiempo, existen dos
clases de derivadas temporales: la Euleriana y la Lagrangiana. La derivada Euleriana,
denotada por derivada parcial del tiempo, implica la diferenciaciéon con respecto al tiempo
en un punto fijo que pertenece a un marco de referencia definido. Por otro lado, se puede
seguir a un elemento de fluido en movimiento con un marco de referencia que se mueve
con la misma velocidad, y asi obtener la diferenciacién con respecto al tiempo de alguna
propiedad asociada con este elemento de fluido en movimiento. A este tipo de derivada
temporal, se le denomina derivada Lagrangiana, y es denotada por la derivada completa
con respecto al tiempo. Si ¥ y Z + 02, son las posiciones de un fluido en los tiempos t
y t + 0t, respectivamente, el cual se mueve con una velocidad w; entonces la derivada
temporal Lagrangiana de alguna propiedad Q(Z,t) se define como

DQ ., QX+ udt, t+ot) — Q(L,t)
— = 1lim
Dt ot—0 5t

(3.32)

Aplicando la expansién de la serie de Taylor en Q(¥ + @dt,t + dt) para las coordenadas

T y t, con una aproximacién del orden O(h?), entonces

Q(Z + @idt, t + 0t) = Q(T, 1) + %—?& +ii - VQ6t (3.33)

asi, la relacién que hay entre la derivada temporal Euleriana y la derivada temporal
Lagrangiana de una propiedad ) de un elemento de fluido, esta dada por

DQ _ 9Q

Dt = B +1u-VQ (3.34)
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Si la propiedad @) de un elemento de fluido en movimiento, es la densidad local p(Z, t),
la ecuaciéon hidrodinamica de ésta propiedad es

Dp 0p
i = Bt +1u-Vp (3.35)

con esto, la ecuacién de continuidad (3.18) puede escribirse como

Dp .
— -u =0 3.36
oy TPV U (3.36)

la cual pertenece al enfoque Lagrangiano.

Bajo un razonamiento similar, es posible obtener una expresiéon para la ecuacién de
transporte de momentum, en funciéon de la derivada temporal Lagrangiana. La ecuacion
hidrodindmica para la propiedad momentum volumétrico pi, se expresa como

D, . 9, . L
Ft(pu) = a(pu) +u-Vpu (3.37)

por tanto, la ecuacién de transporte de momentum (3.31), se puede reescribir como

D o
Ft(pﬁ)%—pﬁ-Vﬁ:pgb —-Vp+V.-T1 (3.38)

la cudl pertenece al enfoque Lagrangiano.

Profundizando un poco mas en la expresion obtenida para la ecuacion de continuidad,
bajo el enfoque Lagrangiano, se tiene que el cambio de volumen V de un elemento de
fluido, que resulta del movimiento de cada elemento de superficie infinitesimal ds que

confina al elemento de fluido, estd dado como

DV
—:/ @-ds (3.39)
Dt o

donde el campo vectorial de velocidad u, corresponde a la velocidad del elemento de

superficie ds. Por el teorema de la divergencia se tiene que
DV
— = / V -t dv (3.40)
Dt v

Y como el coeficiente de expansién volumétrica (3 se define como

1 DV
= lim ——— 3.41
s VILI%) V Dt ( )
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entonces, mediante la expresién (3.40) se tiene que
= lim —/ V- udv (3.42)

utilizando la definicién de divergencia de un campo vectorial

L1 .
V~u:‘l/1£n)0V/VV~udv (3.43)
con esto
B=V-i (3.44)

Es decir, la expansion volumétrica de un elemento de fluido, corresponde a la divergencia
de su campo vectorial de velocidades. Asi, se tiene que la variacién temporal Lagrangiana
de la densidad local de un elemento de fluido, corresponde al valor negativo del producto
de la densidad por el coeficiente de expansién volumétrica.

Dp
— = — 3.45
Ty = PP (3.45)
Por tanto para un fluido incompresible; es decir, de densidad constante, se tiene de la
expresion anterior, que el coeficiente de expansion volumétrica es nulo para cada elemento

de volumen del fluido; por tanto la divergencia del campo de velocidades en cada elemento

de fluido, es nula también.

B=V-7=0 (3.46)

3.1.6. Formulaciéon Navier-Stokes

Es posible conseguir una formulacion menos estricta para la ecuacion de transporte de
momentum generalizada, si se considera que las propiedades locales del fluido, densidad

p vy viscosidad g, son independientes de la coordenadas espacio-tiempo.

Un fluido cuya densidad es constante, presenta un coeficiente de expansion volumétrico
( nulo; es decir, el campo vectorial de velocidad es solenoidal. Esto reduce a la ecuacién

de continuidad en

V-i=0 (3.47)
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Considerando que el tensor esfuerzo viscoso (7) solo captura las deformaciones de
naturaleza anisétropa, originadas por simples movimientos de corte; ésto es, carecen de
deformaciones debidas a una expansién de simetria esférica. Y asumiendo ademaés que es
proporcional al tensor velocidad de deformacién (€). Este par de hipétesis conducen a la
siguiente relacion

T =2udeveé (3.48)

donde dev denota a la parte desviatorica de un tensor. Mediante la definicién del tensor
velocidad de deformacién, el cual se considera la parte simétrica del tensor gradiente de
velocidad v

1
2 = 3 [v+v”] donde v=Vi (3.49)
se consigue
2
2

T=p |lv+tvl - (VDI (3.50)

pero dada la libre divergencia del campo vectorial de velocidad
T=pv+v’] (3.51)
Aplicando el operador divergencia a ambos lados de la ecuacién anterior, resulta
Vir=p[V-v+V-v'] (3.52)

esto debido a que el escalar viscosidad no es afectado por el operador divergencia, puesto

que por hipédtesis, es un escalar constante. Y dado que
V-vT =V(V-0) (3.53)

entonces el término anterior es nulo, debido que el campo vectorial de velocidad es de

libre divergencia. Asi la divergencia del tensor esfuerzo viscoso se expresa solamente como
V-r=upV-v (3.54)

Con esto, la ecuacién de transporte de momentum generalizada (3.31), se reformula a

ou

pa—l—pv-ﬁﬂ':pg—Vp—l—,uV-v (3.55)
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y puesto que el término pV - @ también se puede expresar como
pV -t =pu-v+puV -u (3.56)

entonces se reduce a

pV - Ut = pii - v (3.57)

debido a que el campo vectorial de velocidad es solenoidal. Con ello, la ecuacion de

transporte de momentum generalizada se reescribe a

—

ou . -
pa—l—pu”U:qu—Vp—i-uV“U (3.58)
a esta ultima expresion, se le denomina ecuacién de Navier-Stokes, la cudl fue obtenida
inicialmente por Navier en 1822, mediante consideraciones moleculares. Bajo el enfoque

Lagrangiano, esta ecuaciéon corresponde a
Du

pD—t:pgb —Vp+uV-v (3.59)

3.1.7. Condiciones Frontera

Flujos de entrada y salida

En muchas aplicaciones solo es de interés el comportamiento del fluido en una pequena
region. Por ejemplo, si se desea estudiar la ventilacion ejercida dentro de una habitaciéon
por su entorno ambiental, la introduccién de la atmédsfera completa de la tierra dentro del
modelo, resultaria demasiado impractico. Lo mas adecuado seria modelar simplemente
la habitacion y tratar la interaccién con el resto del mundo, mediante condiciones de
entrada y salida del flujo de aire. Con esto, la prescripcién de un flujo de entrada o salida

sobre la frontera, algunas veces resulta suficiente.

Interfase sélido-liquido (superficies sélidas)

La mayoria de los sélidos se consideran impermeables a los fluidos, y asimismo, se
presume que los fluidos se encuentran adheridos a sus superficies. Es decir, para una

interfase solido-fluido es tipico que se apliquen las condiciones de no deslizamiento y
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no penetracion, implicando que los elementos de fluidos sobre la pared de un sélido, se
muevan con la velocidad de la pared. Por tanto, si se considera, que la interfase sélido-

fluido (denotada por I'(t)) esté descrita por la funcién
V(Z,t) =0 paratodo Ze€T(t) (3.60)
y la velocidad del sélido dentro de la interfase esta preescrita mediante el campo vectorial
v(Z,t) paratodo = € T'(t) (3.61)
entonces, la velocidad del fluido dentro de la interfase satisface la restriccion

u(Z,t) = v(Z,t) paratodo Z € I(t) (3.62)

Interfase fluido-fluido (superficies libres)

En el caso de una interfase fluido-fluido, ésta se representa mediante una superficie
libre, y es necesario aplicar dos clases de condiciones fronteras: una condicién cinemaética,
la cual relaciona el movimiento de la interfase libre con las velocidades de los fluidos en la
superficie libre; y una condiciéon dinamica, la cual satisface el balance de fuerzas dentro

de la superficie libre.

Condicion frontera cinemdtica. Considerando que la superficie libre de una interfase

fluido-fluido, denotada por I'(t), se describe matematicamente mediante

V(Z,t) =0 paratodo Z€TI(t) (3.63)
entonces la condicién frontera cinematica que se debe satisfacer, corresponde a:

— +w-VI =0 paratodo ze€l\(t) (3.64)

donde el campo vectorial W = w(Z,t), corresponde a la velocidad puntual de la interfase.

En caso de estacionaridad

g_f =0 paratodo & e€I(t) (3.65)
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la condicién frontera cinemaéatica se reduce a
w-n=0 paratodo z¢€T(t) (3.66)

donde el vector 7 corresponde al vector normal unitario sobre la interfase. Lo que implica

que no hay flujo a través de la superficie libre, pero si tangencialmente.

Condicion frontera dindmica. Esta condicion requiere que el esfuerzo sea continuo a
través de la superficie libre, la cual separa a ambos fluidos. La traccién ejercida por el
fluido (1) sobre el fluido (2), es igual y opuesta a la ejercida por el fluido (2) sobre el
fluido (1).

oW (Z,t) = —oeP(Z,t) paratodo T eI(t) (3.67)

puesto que los vectores normales unitarios de cada fase sobre la superficie libre satisfacen

it = —i®  paratodo #€T(t) paratodo € I'(t) (3.68)

la condiciéon frontera dinamica exige que se cumpla
iV . oMW = 7% . 6@ paratodo #eTI(t) (3.69)

En la situacién de superficies libres curvas, la tension superficial puede crear un salto de

presién a través de la superficie libre, la cual puede ser expresada mediante
op =0k (3.70)

En esta expresion el escalar o denota la tension superficial, y la cantidad k equivale a
dos veces la curvatura media de la superficie libre. La tensién superficial actiia como una
membrana tensa en la superficie libre, la cual induce a minimizar el area superficial. En
estos casos, cuando la tensién superficial es importante, la condicién frontera dinamica,

se modifica a
il o® 4 ori® = 7@ . 6@  paratodo # e '(t) (3.71)

donde k > 0 si el centro de la curvatura se localiza dentro del fluido (1).
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Notas adicionales

Es factible demostrar que para una frontera de un fluido newtoniano incompresible, el
introducir la condicién de no penetracién, da como resultado que el esfuerzo local normal

sea idéntico a la presion mecanica.

Para un fluido newtoniano, la conexion entre el tensor esfuerzo viscoso y el tensor

velocidad de deformacién, estd dada por
1
T=2U {é — g(V . ﬁ)I] (3.72)

por tanto, evaluando el esfuerzo local normal del esfuerzo viscoso en la frontera, donde

el vector normal unitario es 77, se tiene

1
ﬁ-T~ﬁ:2uﬁ-{é—§(V~ﬁ)I}-ﬁ (3.73)
Utilizando la definicién del tensor velocidad de deformacién, esto equivale a
1 1
ﬁ-r-ﬁzmﬁ-{§(U+UT)—§(V-17)I]-ﬁ (3.74)

para la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad es sencillo probar la identidad
ﬁ-{—(ijvT)]-ﬁ:ﬁ-V(ﬁ-ﬁ) (3.75)

asi, se consigue que
T = 2 {ﬁ-V(ﬁ-ﬁ)—%(V-ﬁ)] (3.76)
Asumiendo que en la frontera, se cumple la condicion de no penetracion, entonces la
expresion anterior, se reduce a

n-T-n=—-—— (3.77)
donde el escalar (3 es el coeficiente de expansién volumétrico definido en §3.1.5. Por tanto,

para un fluido incompresible, el esfuerzo local normal debido a los esfuerzos viscosos, es

nulo en la frontera

n-T-1

0 (3.78)

Y el esfuerzo local normal del tensor esfuerzo sobre la frontera, corresponde

p (3.79)

n-o-n

donde el escalar p denota a la presién mecanica que se ejerce en cada punto de la frontera.
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3.2. Dinamica de Fluido Multifase

Dentro del contexto tipico de la ingenieria, la materia existe en uno de los tres esta-
dos fisicos (o fases): sélido, liquido y gas. Con respecto a la dindmica de fluidos, un flujo
multifdsico se refiere a un flujo donde dos o mas fases estan presentes simultaneamente.
En algunos casos, las distintas fases pueden consistir de diferentes estados fisicos de un
mismo material — tal como burbujas de vapor en agua (gas-liquido). En otros casos, cada
una de las fases consiste de un material diferente — tal como particulas de polvo en aire

(s6lido - gas).

Para describir el movimiento de un fluido multifase no solo basta con expresar un
conjunto de ecuaciones que satisfagan las leyes generales de conservacion para cada una
de las especies que constituye el fluido; sino también, hay que considerar la posibilidad

de trasferencia de masa, momentum y energia entre cada una las fases.

Dentro de los sistemas multifases es comun que una de las fases se encuentre en ma-
yor proporcién que las demas fases. En estos casos, es habitual que a la fase en mayor

proporcion se le denomine fase continua; y a las fases en menor proporcion fases dispersas.

Existen dos enfoques basicos para tratar sistemas multifasicos binarios dispersos: el
enfoque euleriano-euleriano, donde tanto la fase continua como la dispersa son tratadas
bajo una descripcién de campo continuo; y el enfoque lagrangiano-euleriano, donde la
fase continua y la fase dispersa, se tratan bajo una descripciéon de campo continua y

discreta, respectivamente.

3.2.1. Formulaciéon de campo continuo para flujos multifasicos

Bajo este tratamiento, se asume que para cada punto espacial dentro del dominio,
existe un conjunto de ecuaciones continuas que satisfacen las leyes de conservacion del
movimiento del fluido (masa, momentum y energia) para cada una de las fases involucra-

das. En teoria todas las fases coexisten en cada punto espacial del dominio, y para conse-
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guir este propdésito se introduce la nocién fraccion volumétrica, desarrollada a través del
concepto del promedio sobre pequenos volimenes arbitrarios. Ambos conjuntos de ecua-
ciones deben ser acopladas a través de la fraccion volumétrica asi como de las fuerzas

interfaciales y las relaciones de transferencia de masa y calor.

Funcion indicadora de fase

Considérese dos fluidos o fases, los cuales ocupan dominios disjuntos dependientes del

tiempo 2, k = 1, 2; de forma tal, que el dominio
Q=0,U, (3.80)

es constante en cualquier tiempo. Si se denota las fronteras de los respectivos dominios

mediante 021, €y y 0f), entonces la interfase que separa a los fluidos esta definida por
S; = (09 U 093) /00 (3.81)

Es posible definir para cada fase, una funcién indicadora de fase Xy (Z,t), la cuél es
unitaria, si la posicion vectorial 7 esta dentro del fluido & en el tiempo ¢, de lo contrario

es nula.

x4 b TEH0 (3.82)
0 7 ¢ t)

Las dos funciones indicadoras de fase, estan relacionadas mediante la condicién
X1+ Xo=1 (3.83)

Asimismo, el gradiente de la funcién indicadora de fase, estd ligada al vector normal
unitario de la interfase 7i, y a la funcién delta de Dirac de la interfase §(¥ — 7*,t),

mediante la relacion

VX, =767 — 7"t (3.84)

donde 7'* es un punto sobre la interfase. Y ademas, otra importante relacion es la ecuaciéon

topologica
0X,
—8tk + @ VX, =0 (3.85)
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donde el campo vectorial @ corresponde al movimiento de la interfase. La interpretacion
fisica de esta expresién, es que la derivada material de la funcién indicadora es nula (Drew

y Passman, 1999).

Operador de promedio volumétrico

Con el propésito de introducir el concepto de operador de promedio volumétrico (Whi-
taker, 1998), considérese un elemento de volumen representativo general V' definido por
el dominio 2, y asimismo confinado dentro de la superficie 02 que es invariante con res-
pecto al tiempo y al espacio. Y ademas, sea el dominio ) un sistema multifase, donde
la fase k esta definida por el dominio €2, y ocupa el volumen Vj. Entonces para cual-
quier propiedad v de la fase k, su valor promedio con respecto al dominio €2, puede ser

obtenido a través de la expresion

1 - -
(o= 3 [ 0u(E 00 (3.56)
Q
Y su valor promedio con respecto al dominio €2, puede evaluarse mediante
]_ — —
oy = 3 [ 0@ 06T ) (387)
kJo
Por otro lado, como la fracciéon volumétrica de la fase k, estd dada por
1 Vi
o= 37 /QXk(f, t)dv = 7’“ (3.88)

entonces, ambos promedios estan relacionados linealmente mediante

(U)o = (i), (3.89)

Regla de Gauss y Leibnitz

Para obtener cualquier derivacion de una ecuacién, aplicando el método del promedio
volumeétrico, es necesario introducir dos reglas de suma importancia: la regla de Gauss y

la regla Leibnitz.

En primer instancia, la regla de Gauss (Drew y Passman, 1999) se expresa mediante

1 1 1
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Al introducir la ecuacién (3.84), se obtiene

1
Q— —
V S;NQ

(Vie)a = V() Yy it ds (3.91)

donde S; N2 denota la parte de la interfase que esta dentro del volumen promediado en

el dominio €, y el vector 7 corresponde al vector normal unitario de la interfase.

De manera similar a la ecuacién anterior, es posible obtener el promedio volumétrico
que involucra a la derivada temporal, lo cual resulta en la regla de Leibnitz (Drew y

Passman, 1999)

Oy B an
utilizando la ecuacién topolégica (3.85), se consigue
oYy, 0 1 I
— — -nd 3.93
(p)e =5 (rla+ smwku i ds (3.93)

Ecuaciones de movimiento promediadas volumétricamente

Considerando un sistema isotérmico compuesto por dos fluidos que se comportan de
manera incompresible, y por tanto se asumen constantes las densidades locales de cada

fase. Las ecuaciones de conservacién local para la masa y el momentum dentro del dominio

Q(t) son
0
a’;’“ LV ppily = 0 (3.94)
0
(pkuk) + V- ppiptiy, = pkgbk +V .oy (3.95)

ot
respectivamente, donde k € {1,2}.

Multiplicando cada una de las ecuaciones gobernantes de flujo, por la funcién indica-
dora de fase, y desarrollando el promedio volumétrico sobre un elemento de volumen, se
obtiene

aat(ak,ok) + V- appr(tr)o, =Tk (3.96)

9 o B .
7 (korlin)e,) + V- cwpr(ltiy)n, = arprid)a, + V- ar{ok)a, + Ok (3.97)
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donde el origen de los términos I'y y O es debido a las reglas de Gauss y Leibnitz.

El término I'y, representa la transferencia de masa a través de la interfase debido al

cambio de fase

1
V S;NQ

Y de acuerdo a la ley de la conservacién de masa, los términos I'; y 'y, satisfacen la

condicién de salto

'+Iy=0 (3.99)
El término O, representa la transferencia de momentum a través de la interfase

1

Op=—— ii- o ds (3.100)

y los términos 6, y é2, satisfacen la condicion de salto

L1
O+ 6, = —/ (2Hoi + V0)dS (3.101)
V S;NV

donde o es el coeficiente de tension superficial, y H es la curvatura local de la interfase.

Es importante mencionar, que las ecuaciones promediadas respecto al volumen, son
validas dentro del dominio entero ). Ademas, el movimiento de la interfase o turbulencia,
podria introducir fluctuaciones de velocidad dentro de cada fase. Si se considera, que ﬁkf

representa el campo vectorial de fluctuacién de velocidad para la fase k, entonces

- f
k

Uy, — (Ug)q, (3.102)

Debido a la no linealidad del término convectivo, la descomposicién de dicho término da

origen al tensor esfuerzo de sub-malla 77", esto es

appr (triix) o, = arpr (U)o, (Uk)o, — Ty (3.103)
el cual corresponde a la suma de tres tensores esfuerzo

—T =L+ Cy + Ry (3.104)
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Tensor esfuerzo de Leonard:

Ly, = pr [{(tk) o, (Uk) oy, ), — (k)ay, (Uk)a,] (3.105)

Tensor esfuerzo de cruce:

Cro = i | ()T )a)a — (@] o ()00 (3.106)

Tensor esfuerzo de Reynolds de escala sub-malla:
Ry, = ppli]a@])q, (3.107)

Es importante aclarar, que en el caso de un promedio temporal, el tensor esfuerzo de

escala sub-malla, es reemplazado por el tensor esfuerzo de turbulencia.

Adicional a todo lo anterior, si se aplica al teorema del promedio volumétrico a la

expresion (3.83), se tiene la siguiente restriccién sobre las fracciones volumétricas:
o1+ g = 1 (3108)

a la cual se deben sujetar las ecuaciones de movimiento promediadas.

Cerradura del sistema

Con respecto a la cerradura del sistema de ecuaciones gobernantes del movimiento
de un fluido multifasico, existen unas serie de consideraciones aplicables. Entre ellas,
destaca la asuncién de que ambas fases comparten el mismo campo escalar de presion.
Asimismo, se asumen despreciables los efectos del tensor esfuerzo de sub-malla. Y adicio-
nal a todo esto, se define la funcionalidad para el campo vectorial de velocidad relativa,

U, = (U)o, — (U1)q, , existente entre ambas fases:

Modelo Homogéneo. Es el modelo mas simple de todos, debido a que considera que los
campos de velocidad en cada fase son idénticos. Desde un punto de vista computacional,
un campo vectorial de velocidades compartido para ambas fases puede ser aceptable-

mente razonable bajo dos circunstancias completamente distintas: (1) un flujo finamente
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disperso; (2) un flujo cuyas fases se encuentran practicamente separadas.

Modelo de Difusion (Sokolichin y Eigenberger, 1999). En este modelo, el campo vec-
torial de velocidad relativa es expresado a través de una ley constitutiva que involucra

algunas de las propiedades fisicas del fluido.

iy = V(p1, p2, b1, p2, 0, (U1)ay, (U2) 0y, 1, - ) (3.109)
Y una de las ecuaciones requeridas para constituir el sistema de ecuaciones gobernantes
del flujo, corresponde a la ecuacién que satisface a la ley de conservacién de la masa de

la fase dispersa, misma que es expresada como

0
a(agpg) +V- Oégpgﬁm =-V- ozmg%ﬁr (3110)

donde el campo escalar p,, corresponde a la densidad local de la mezcla; y el campo

vectorial 4, a la velocidad del centro de masa de la mezclas. Y estan definidas como

Pm = Q101 + (05Y %) (3111)

a1p1(th)a, + azp2(tiz)q,

Q1P+ Qopa

Ty, (3.112)
Por ello, este modelo toma el nombre de una analogia simple: se puede observar que en

el lado derecho de la expresién (3.110), el campo vectorial de velocidad relativa funge un

papel similar al del coeficiente de difusién en un sistema de dos componentes de una fase.

Modelo Flux de Arrastre (Zuber y Findlay, 1965). Para este modelo se define un
campo vectorial denominado velocidad de arrastre de la fase dispersa, el cual corresponde
a la velocidad relativa entre la fase dispersa y la velocidad de la mezcla con respecto al

centro de volumen

iy = (tg)o, — (a1 (1)q, + az(iz)a,) (3.113)

Y es a partir de esta expresién que se puede evaluar el campo vectorial de velocidad

relativa entre las fases, el cual corresponde a

@ = —(1 - )i, (3.114)
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Al igual que en el modelo de difusion, es necesario introducir una ley constitutiva; pero
con la unica diferencia, que esta se debe utilizar para definir a la velocidad de arrastre

de la fase dispersa.

3.2.2. Formulacién Lagrangiana-Euleriana

Este enfoque es adecuado solamente para sistemas multifasicos dispersos. En la fase
continua, las variables de flujo son funcién del espacio y tiempo, y por tanto representadas
como variables de campo. En cambio, la fase dispersa, es representada por un conjunto
de particulas donde la posicion y velocidad de cada particula se consideran funcién sola-

mente del tiempo.

Las ecuaciones de conservacién de masa y momentum son resueltas para la fase conti-
nua, similar al enfoque euleriano-euleriano. Para la fase dispersa, en contraste, la posicién
y velocidad de cada una de las particulas es obtenida a través de la Segunda Ley de New-
ton. Ello requiere de la interpolacién de la velocidad de la fase continua desde la malla

euleriana a la posicion local de la particula.

Para flujos que involucran (comparativamente) un pequeno nimero de particulas dis-
persas es posible resolver un conjunto de ecuaciones lagrangiana para cada elemento.
Sin embargo, si el nimero de particulas es grande, un tratamiento estadistico resulta lo
mas conveniente. Asi, la poblacién total es representada por un niimero finito de parcelas

(muestras) de cada uno de los grupos de particulas que presentan las mismas propiedades.

Acoplamiento entre fases

El método Lagrangiano-FEuleriano puede ser clasificado con respecto a la clase de aco-
plamiento entre las fases. El mas simple de estos acoplamientos es el acoplamiento en un
solo sentido, dado que se asume que la carga masica de la fase dispersa es bastante pe-
quena, y por tanto cualquier efecto sobre la fase continua es despreciable. Asi, solamente

la velocidad local de la fase continua tiene un impacto directo sobre el movimiento del
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sistema de particulas que integran a la fase dispersa. En cuanto al acoplamiento de dos
sentidos, el efecto del movimiento de la fase dispersa sobre la fase continua debe ser to-
mado en cuenta. Adicionalmente, en la literatura se maneja el acoplamiento de 4 sentidos,
en el cual ademas se toman en cuenta los efectos de las colisiones de particula-particula
debido a la alta fraccién de vacio de la fase dispersa y a la modificacién turbulenta de las

particulas (Crowe y col., 1998).

Ecuacién de movimiento de una particula

Para describir el movimiento traslacional de particula, es necesario resolver la parte
Lagrangiana del método Lagrangiano-Euleriano. Dendtese al vector posicién para el cen-
tro de masa de la particula k, como Z = Zx(t). Asi la velocidad de traslacién del centro

de masa de la particula k puede ser expresada mediante

dy,
Up(t) = — 3.115
W =" (3.115)
Considerando que my, corresponde a la particula k, y asimismo estd expuesta a las fuerzas
de volumen ﬁg y superficie ﬁf, respectivamente. De acuerdo a la Segunda Ley de Newton

es posible expresar que

d ﬁ .
Sm) = [ df+ / df; (3.116)

Con respecto a las fuerzas de volumen y superficie, existe un marco teérico basado
sobre el andlisis de una particula esférica sumergida en fluido en movimiento, que ha
permitido conocer la naturaleza de estas fuerzas; y en adicién con las observaciones
experimentales, estas descripciones se ha complementado en el siguiente conjunto de ex-

presiones generales:

1. Fuerza de flotacién: debida a la influencia que ejerce la diferencia de densidades
entre la fase dispersa y y la fase continua, bajo un marco de referencia acelerado.

Tipicamente, originado por efecto de la gravedad

FP = —F7 = (psg — pa)d (3.117)

«



3. DINAMICA DE FLUIDOS 35

2. Fuerza de arrastre (Brennen, 1995): originada por el flujo de la fase continua que

tiende a arrastrar en su misma direccién a la fase dispersa

3C
FY = ~Ff = 5 Bugpa |y — ) 7y — ) (3.118)

3. Fuerza de masa anadida o virtual (Laurien y Niemann, 2004): representa a la fuerza
requerida para acelerar el fluido circundante que se encuentra en reposo con respecto

a la particula

0

FY = —Fﬁv = vagpaa

(g — iTa) (3.119)

4. Fuerza de basset (Thomas, 1992): debida a una capa frontera rezagada que se

desarrolla por el cambio de velocidad

g [pafia [Fd . . dr
B Jto B

5. Fuerza Magnus (Crowe y col., 2000): ocasionada por las fuerzas transversales que

actian sobre un cuerpo en rotacion

Fr=—F; = C wgpa (Us — Ua) x V X U, (3.121)

6. Fuerza por dispersion turbulenta (Yeoh y Tu, 2004): se introduce para contabilizar
las fuerzas de fluctuacién, y por tanto presenta una funcionalidad dependiente de

la energia cinética turbulenta de la fase continua k,

FIP = —FjP = C,p, paka Vg (3.122)

Donde el subindice a denota la fase continua, y el subindice § denota la fase dispersa;
el campo escalar w denota la fraccion volumétrica; el vector @ denota el campo vectorial
de velocidad; el campo escalar p corresponde a la densidad; y la cantidad r3 expresa el

radio de la particula.



Capitulo 4
DINAMICA DE FLUIDOS COMPUTACIONAL

4.1. Introduccidon

Los principios fisicos fundamentales que rigen la mecanica del movimiento de un
fluido se pueden expresar mediante un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. Se ha dedicado mucho esfuerzo a la busqueda de una solucién analitica de esas
ecuaciones, pero debido a que este sistema de ecuaciones es no lineal, solo ha sido posible
encontrar soluciones analiticas para casos sencillos. La Dinamica de Fluidos Computacio-
nal (Computational Fluid Dynamics, CFD) se encarga de aproximar estas ecuaciones
mediante relaciones mas sencillas de caracter algebraico, que puedan resolverse numéri-
camente empleando operaciones elementales: suma, resta, multiplicacién y division. Esta
técnica, muy empleada en otras ramas del conocimiento, se denomina discretizacién. De-
bido a la forma en que se realizara esta aproximacion, la solucion resultara ser un conjunto
de valores correspondientes a las magnitudes fisicas del flujo localizadas en un nimero
discreto de puntos en el campo del fluido. El volumen de datos que se requiere manejar
de forma repetitiva para hallar una solucién numérica de un problema de mecanica de
fluidos es generalmente tan alto, que el desarrollo de la CFD en las tres tltimas déca-
das ha seguido al de los computadores digitales. Incluso hoy en dia, la mayoria de los

problemas de interés industrial no pueden ser abordados satisfactoriamente.

4.1.1. Notas historicas

Una de las primeras aportaciones a la Dinamica de Fluidos desde un enfoque compu-

tacional es la debida al trabajo de Kopal (1947), que compilé tablas masivas de datos

36
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referentes a un flujo supersénico alrededor de conos afilados, resolviendo numéricamente
las ecuaciones que rigen el problema. Los cédlculos fueron realizados en un ordenador
digital primitivo del Instituto Tecnolégico de Massachusetts. Sin embargo, la primera
generacion de soluciones numéricas aplicando mecéanica de fluidos computacional data de
los anos 50’s y principios de los 60’s, ante la necesidad de calcular flujos hipersonicos alre-
dedor de vehiculos de reentrada. Dichos flujos estan caracterizados por fenémenos fisicos
muy complejos, como son las reacciones quimicas, que combinados con las ecuaciones
de la mecanica de fluidos hacen imposible obtener soluciones analiticas incluso para las

geometrias mds sencillas (Eggers y Savin, 1951; Newman, 1964) .

La segunda generacién de soluciones de la CFD, que hoy en dia sigue siendo repre-
sentativa de la disciplina, proviene de la resoluciéon de problemas de mecanica de fluidos
que son complejos por si solos, sin necesidad de anadir ecuaciones adicionales. La tunica
posibilidad para resolver estos problemas es el uso de computadoras. Algunos ejemplos
de estos problemas son flujos con zonas subsénicas y supersénicas o flujos viscosos en los
que se requiere resolver las ecuaciones de Navier-Stokes para obtener soluciones satisfac-
torias. Este es el caso de la turbulencia. Esta segunda generacion de soluciones surgio en
los anios 70’s, al amparo del enorme crecimiento que experimentaron las prestaciones de

los ordenadores (Jameson, 1974; Murman y Cole, 1974).

4.1.2. Situacion actual

El papel de la CFD en las ciencias y en la ingenieria se ha hecho tan importante
hoy en dia, que se puede considerar una tercera rama de la Mecanica de Fluidos, junto
con las ramas tedrica y experimental, complementando y alimentandose de ambas. La
CFED cubre un amplio espectro de problemas, que se extiende desde la generacion de
métodos de diseno en ingenieria hasta el cdlculo detallado de soluciones de las ecuaciones
de Navier-Stokes, complementando los resultados experimentales. En un extremo, existen
paquetes de diseno para sistemas de tuberias que requieren tiempos de calculo del orden
de segundos en un ordenador personal. En el otro, existen cédigos que emplean cientos

de horas de calculo en los superordenadores.
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Los modelos tedricos que proporcionan soluciones analiticas en forma cerrada suelen
obtenerse tras simplificar las ecuaciones de Navier-Stokes, después de eliminar los térmi-
nos menos importantes en cada caso particular. De esta forma, las soluciones tedricas
identifican los parametros fundamentales que rigen cada problema, y proporcionan infor-
macién de la influencia de la variacién de dichos pardmetros sobre el fenémeno fisico que
representan. Sin embargo, el campo de aplicacién de estos modelos tedricos estd restrin-
gido a problemas muy sencillos, de escaso interés préactico. La CFD permite extender el

estudio detallado a problemas més complejos y de mayor interés practico.

Sin embargo, el aspecto mas importante de la aplicacién de la CFD a la industria ha
sido su impacto sobre los ensayos en tinel y en banco, debido a la rapida reduccion del
costo de computacién promovida por el gran incremento de las prestaciones de los orde-
nadores. Hoy en dia resulta mas barato calcular numéricamente las propiedades de una
aeronave que medirlas en un tunel aerodindmico. De hecho, en la industria aerondutica
el diseno preliminar se basa principalmente en calculos realizados por ordenador, em-
pledndose los ensayos en tunel para afinar detalles en las fases finales de diseno. Esto
era impensable hace anos, cuando la totalidad de la informacién empleada en el diseno

provenia de ensayos en tinel.

Las ecuaciones de la dindmica de fluidos adimensionalizadas dependen de un gran
nimero de parametros adimensionales, como son el niimero de Reynolds, el niimero de
Strouhal, el niimero de Prandtl, el nimero de Mach, etc. Los ensayos en tunel aprovechan
aquellos casos en los que el flujo depende de un nimero reducido de pardmetros (uno o
dos), realizdndose ensayos en geometrias semejantes a escala, seleccionando adecuada-
mente las propiedades del fluido para que conserven los pardmetros adimensionales de
que depende el flujo. De esta manera, en base a la semejanza dimensional, los resultados
obtenidos en el ensayo seran aplicables al caso real que se quiere estudiar una vez esca-
lados convenientemente. El problema de estos ensayos experimentales es que la mayoria
de los flujos requieren varios parametros adimensionales para su descripciéon, por lo que

resulta imposible preparar experimentos que verifiquen los principios de la semejanza
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dimensional en estos casos. En particular, esto es lo que ocurre con los flujos a altos

numeros de Reynolds.

Otro inconveniente adicional de los ensayos consiste en la dificultad para realizar me-
didas experimentales, bien porque el instrumento de medida perturba el campo fluido,
porque no tenga la precisiéon adecuada, porque el punto en el que se quiera medir sea inac-
cesible o por la dificultad de medir una determinada variable del flujo con la tecnologia

actual. En principio todas estas dificultades no existen en los experimentos numéricos.

Es muy importante senalar que en el ordenador se pueden llevar a cabo experimentos
irrealizables en el laboratorio. Por ejemplo, basta pensar en la dificultad técnica de im-
poner una condicién de contorno adiabatica en un ensayo en laboratorio, frente a simular
esa misma condicion en un ordenador. Incluso se pueden implementar condiciones de con-
torno exoéticas, aplicar filtros o representar las contribuciones de los distintos términos en
las ecuaciones, a fin de identificar los mecanismos fisicos que gobiernan un determinado
problema. Este 1ltimo punto es sin duda el valor mas importante de la CFD en el campo

de la investigacion fundamental.

Ademas, mientras que las simulaciones numéricas permiten obtener soluciones deta-
lladas del campo de fluido, en los experimentos estas soluciones son dificiles de obtener,
calculandose parametros globales del flujo como por ejemplo los coeficientes de susten-

tacion, resistencia, conveccion, etc.

Las razones anteriores, que justifican la incorporacién de la CFD como una nueva
rama de la Mecanica de Fluidos, estan condicionadas a la capacidad de resolver de forma
precisa las ecuaciones de Navier-Stokes, lo que es practicamente imposible con los recursos
computacionales disponibles en la actualidad para la mayor parte de los flujos de interés

industrial.
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4.2. Simulacion Numérica

4.2.1. Beneficios

En la actualidad, la simulacién numérica asistida por computadores (simulacién compu-
tacional) es una herramienta muy importante para resolver problemas complejos de ma-
nera practica en la ciencia y la ingenieria. La simulacién numérica traduce los aspectos
mas relevantes de un problema fisico, a una descripcién matematica de forma discreta;
recrea y resuelve el problema mediante el uso de un computador; y revela virtualmente el
fenomeno fisico de acuerdo a los intereses del analista. Mas alla de adoptar la teoria tra-
dicional, desarrollada sobre una estructura de asunciones y aproximaciones, los métodos
numéricos modernos atacan el problema original en todo su detalle, sin aplicar demasia-
das acotaciones a la descripcion matematica concebida del fenémeno fisico, solo limitada

por el poder de calculo del computador.

La simulaciéon numérica provee una herramienta alternativa de investigacion cientifica,
frecuentemente mas 1til que los métodos experimentales tradicionales en términos de que
brinda una informaciéon completa que quizas no podria ser medida u observada directa-

mente.

La simulacién computacional juega un papel muy importante en la validacién de
teorias, comprension de resultados experimentales, y asiste en la interpretacién o incluso
descubrimientos de nuevos fenémenos. También actiia como un puente entre los modelos

experimentales y las predicciones tedricas.

4.2.2. Procedimiento general de resolucion

Las simulaciones numéricas siguen un procedimiento similar que sirve a un propésito
practico. En principio, existen algunos pasos necesarios dentro del procedimiento. Después
de que un fenémeno fisico es observado, es necesario establecer un modelo matematico

bajo algunas posibles asunciones y simplificaciones. Este modelo matematico es general-
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mente expresado en la forma de ecuaciones gobernantes con sus apropiadas condiciones
iniciales y de frontera. Las ecuaciones gobernantes pueden ser un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales parciales, ecuaciones integrodiferencia-
les, o ecuaciones de algunas otras formas posibles de las leyes fisicas. Las condiciones
frontera e iniciales son necesarias para la determinacién de las variables de campo en el

espacio-tiempo.

Para resolver numéricamente las ecuaciones gobernantes,la geometria involucrada del
dominio del problema debe ser divido en componentes discretos. Las técnicas de dis-
cretizacién de dominios pueden ser diferentes para los distintos métodos numéricos. La
discretizacion del dominio, usualmente se refiere a representar al dominio de un problema
continuo, con un numero finito de elementos, lo cual constituye el marco computacional
para las aproximaciones numéricas. El marco computacional es tradicionalmente un con-
junto de mallas o rejillas, las cuales consisten de una reticula de puntos, o nodos de
malla que aproximan a la geometria del dominio del problema. Los nodos de malla son
las posiciones espaciales donde las variables de campo son evaluadas, y sus relaciones
estdn definidas por alguna clase de conectividad nodal. Las nodos de malla estan conec-
tados para formar una malla de acuerdo a una conectividad predefinida. La precisién de
la aproximacién numérica esta estrechamente relacionada al tamano de las celdas de la

malla y al patron de la malla.

La discretizaciéon numérica provee de los recursos necesarios para transformar las ex-
presiones integrodiferenciales de las ecuaciones gobernantes de una forma continua a una
representacion discreta. Asimismo, estd estrechamente relacionada con la técnica de dis-
cretizacion de dominio aplicada. La discretizacion numérica se basa en una teoria de
aproximacion de funciones. Después de la discretizacién de dominio y la discretizacién
numérica, las ecuaciones fisicas originales son transformadas a un conjunto de ecuaciones
algebraicas o ecuaciones diferenciales ordinarias, que pueden ser resueltas utilizando las
rutinas numéricas existentes. Incluso, dentro del proceso que permite establecer al con-

junto de ecuaciones algebraicas o diferenciales ordinarias, también es posible introducir
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alguna clase de formulacion fuerte o débil.

La implementacion de una simulacion numérica involucra traducir la descomposicién
del dominio y los algoritmos numeéricos a un coédigo computacional en algin lenguaje
de programacion. En la codificacion computacional, existen dos consideraciones muy
importantes a tomar en cuenta: la precisién y la eficiencia (velocidad de célculo y al-
macenamiento de datos). Otras consideraciones a tomar en cuenta, corresponden a su
robusticidad y amigabilidad del cédigo. Antes de desarrollar una simulacién numérica,
el codigo debe ser verificado a través de la reproduccion de un conjunto de datos ex-
perimentales, soluciones tedricas, o resultados exactos de otros métodos establecidos de

problemas patrones.

Una tipica simulacion numérica, inevitablemente involucra los siguientes factores:

1. Ecuaciones gobernantes;

2. Apropiadas condiciones frontera e iniciales;
3. Técnicas de discretizacion del dominio;

4. Técnicas de discretizacion numérica;

5. Técnicas numéricas para la resolucién del conjunto resultante de ecuaciones alge-

braicas y/o diferenciales parciales;

Con respecto a las técnicas numéricas que requieren de una rejilla o malla para la
descomposicion del dominio, que da el soporte a la solucion numérica con un orden de
convergencia algebraico, existen tres métodos de relevante importancia: el método del
elemento finito, el método de diferencias finitas, y el método de volimenes finitos. Estos

métodos conforman a la familia de métodos basados en mallas.

Los investigadores han constatado que la generacion de malla tiene un alto costo
computacional. Esto ha promovido la busqueda de nuevos métodos numéricos donde se

permita liberarse de las mallas o rejillas. Y han encontrado que el empleo de un conjunto
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de particulas discretas para representar el dominio continuo, resulta ser una alterna-
tiva bastante aceptable. A esta nueva clase de formulacion, se le denomina método de
particulas libre de malla, y tiene como sus principales representantes a: la hidrodinamica

de particulas suavizadas, y minimos cuadrados méviles.

4.3. Meétodos Basados en Mallas

Existen dos marcos fundamentales para describir la ecuaciones gobernantes de un
fenémeno fisico: la descripcién Euleriana y la descripcién Lagrangiana. La descripcion
Euleriana es una descripcion de cardcter espacial, y es tipicamente representada por el
Método de Diferencias Finitas (Finite Difference Method, FDM) (Hirsch, 1988; Anderson,
1995; Wilkins, 1999). La descripcién Lagrangiana es una descripcién de tipo material, y
es tipicamente representada por el Método del Elemento Finito (Finite Element Method,
FEM) (Zienkiewicz y Taylor, 2000; Liu y Quek, 2003). De este modo, las descripcio-
nes Euleriana y Lagrangiana requieren de dos clases dispares de malla para el dominio

discretizado: la malla FEuleriana y la malla Lagrangiana.

4.3.1. Mallas Lagrangianas

En los métodos basados en mallas Lagrangianas, tal como el reconocido y ampliamente
utilizado FEM, la malla requiere ser fijada o ligada sobre un elemento material dentro

de todo el proceso de computo, y asi la malla se mueve junto con los elementos materiales.

Puesto que cada nodo de la malla sigue la ruta del elemento material localizado en el
mismo punto de la malla, el movimiento relativo de los nodos conectados, resulta en la
expansion, compresion y deformacion del elemento o celda a la que pertenecen. La masa,
la energia y el momentum son transportados con el movimiento de las celdas. Debido a
que la masa dentro de cada celda permanece fija, no existe un flux a través de la frontera

de la celda. Asi, cuando el material se deforma, la malla se deforma de acuerdo a él.

Los métodos basados en mallas Lagrangianas, ofrecen varias ventajas:
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1. Puesto que no existe término convectivo dentro de las ecuaciones diferenciales par-
ciales relacionadas, el codigo es conceptualmente mas simple y su tiempo de eje-

cucion debe ser mas rapido.

2. Puesto que la malla es fija con respecto al movimiento del cuerpo material bajo
estudio, la historia temporal completa de todas las variables de campo en un punto

material, puede ser facilmente registrada y obtenida.

3. Dentro del computo Lagrangiano, alguno nodos de la malla pueden ser localizados a
lo largo de las fronteras y las interfases materiales. De esta manera, las condiciones
frontera en superficies libres, la fronteras moviles, y las interfases materiales, pueden
ser automaticamente impuestas, registradas y determinadas simplemente por el

movimiento de esos nodos de la malla.

4. Geometrias irregulares o complejas pueden ser convenientemente tratadas mediante

el uso de mallas irregulares.

5. Puesto que la malla es solamente requerida dentro del dominio del problema, no
es necesaria ninguna malla adicional mas allda del dominio del problema. En este
sentido, los métodos basados en mallas Lagrangianas son computacionalmente mas

eficientes.

Debido a estas ventajas, los métodos Lagrangianos son muy populares y exitosos en
la resolucién de problemas de mecénica de sélidos computacional (Computational Solid
Mechanics, CSM), donde la deformacién no es tan excesiva como en el movimiento de un

fluido.

Sin embargo, los métodos basados en mallas Lagrangianas son complicados para apli-
carlos en casos de mallas extremadamente distorsionadas. Cuando la malla es excesiva-
mente distorsionada, la exactitud de la formulacién, y por tanto, la solucién, podrian ser
severamente afectadas. En adicién a todo esto, el paso de tiempo, el cual es controlado

por el tamano del elemento mas pequeno, podria ser demasiado pequeno para ser eficiente
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durante el tiempo de simulacion, o incluso podria conducir a la ruptura del computo.

Una posible opcién para realzar el computo Lagrangiano, consiste en reubicar la malla
sobre el dominio del problema, lo cual involucra superponer una malla nueva no distorsio-
nada sobre la malla vieja distorsionada. Las propiedades fisicas de las celdas de la malla
nueva, son aproximadas desde las celdas de la malla vieja a través del transporte de masa,
energia y momentum dentro del marco de una descripcion Euleriana. Los procedimientos
de rezonificacion en computos Lagrangianos pueden resultar tediosos y consumir mucho
tiempo. Ademas, con cada rezonificacion, se pierde la historia del movimiento de los ele-
mentos materiales. En adicién a esto, los codigos Lagrangianos bajo frecuente remallado
se vuelve semejante, en un sentido general, a un cédigo Euleriano. Asi, aunque existan
muy buenas ventajas en los métodos basados en mallas Lagrangianas, las desventajas
pueden resultar en dificultades numéricas cuando se simulan eventos de deformacién ex-

tremadamente grandes (Benson, 1992).

4.3.2. Mallas Eulerianas

Contrario a la malla Lagrangiana, la malla Euleriana se encuentra fija en el espacio,
dentro de la cual el elemento material simulado, se localiza y se mueve a través de las
celdas fijas de la malla. De esta manera, todos los nodos y celdas de la malla permanecen
fijos espacialmente con respecto al dominio del problema, y no cambian con el tiempo,
mientras los elementos materiales fluyen a través de la malla. Los fluxes de masa, energia
y momentum, que cruzan las fronteras de las celdas de la malla, requieren ser simulados
para computar las distribuciones de masa, energia y momentum dentro del dominio del
problema. La forma y volumen de las celdas de la malla permanecen sin cambios durante

todo el proceso completo de computo.

Puesto que la malla Euleriana se encuentra fija con respecto al espacio y tiempo,
grandes deformaciones del cuerpo bajo estudio, no causan distorsion en la malla asociada,
y por tanto, no provocan ninguna clase de problemas numéricos como sucederia en los

métodos basados en malla Lagrangiana. Con esto, los métodos Eulerianos son dominantes
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dentro de la disciplina de CFD, en la regién donde el movimiento del fluido predomina. En
principio, todos los problemas hidrodinamicos pueden ser abordados utilizando métodos
Eulerianos multifasicos, para calcular la masa, energia y momentum, que fluyen a través
de la frontera de cada una de las celdas de una malla Euleriana. Las primeras simulaciones
de problemas que exhibian grandes deformaciones, tales como explosiones o impactos a
alta velocidad, fueron desarrolladas utilizando alguna clase de los métodos Eulerianos

(Benson, 1992). Sin embargo, existen muchas desventajas con los métodos Eulerianos:

1. Es muy dificil analizar la historia temporal de las variables de campo con respecto
a un punto fijo en un cuerpo material bajo estudio, debido a que el movimiento de

los elementos materiales no puede ser registrados utilizando una malla fija.

2. No es facil tratar con geometrias irregulares o complejas de un cuerpo material
mediante los métodos basados en malla Euleriana. Debido a que es necesario im-
plementar procedimientos de generaciéon de mallas, que conviertan la geometria

irregular del dominio de un problema, a un dominio computacional regular.

3. La determinacion de la posicion de superficies libres, fronteras deformables, e inter-

fases materiales moviles, es sumamente complicada.

4. Los métodos Eulerianos requieren de una malla sobre un dominio amplio, el cual
debe considerar toda la regién espacial donde posiblemente un elemento material
puede fluir. El alto costo computacional que involucra esta clase de malla, obliga a

que los investigadores tengan que usar mallas burdas.

4.3.3. Malla Lagrangiana-Euleriana

Las diferentes pero complementarias caracteristicas de las descripciones Eulerianas
y Lagrangianas, sugieren que podria ser computacionalmente benéfico, la combinacién
de estas dos descripciones; de forma tal, que se fortalezcan sus ventajas y se eviten sus
desventajas. Esta idea ha conducido al desarrollo de dos métodos complejos que apli-

can tanto las descripcién Euleriana como la descripcion Lagrangiana: el método CEL
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(Coupled Eulerian Lagrangian) (Noh, 1964); y el método ALE (Arbitrary Lagrangian-
Eulerian) (Hirt y col., 1974; Benson, 1992; Belytschko y col., 2000).

El método CEL emplea ambas formulaciones, Fuleriana y Lagrangiana, en regiones
separadas (o con alguna superposicién) dentro del dominio del problema bajo estudio.
Una de las practicas méas comunes, es discretizar la parte material sélida desde un marco
de referencia Lagrangiano, y la parte material que se comporta como un fluido desde un
marco de referencia Euleriano. La regién Lagrangiana y la regién Euleriana interactian
de forma continua, una con otra, a través de un médulo de acoplamiento, en el cual la
informacion computacional es intercambiada por mapeo o por un tratamiento interfacial

entre los dos conjuntos de mallas.

El método ALE esta estrechamente relacionado a las técnicas de rezonificacion para
mallas Lagrangianas, y tiene como objetivo mover la malla independientemente de los

elementos materiales, con lo cual la distorsién de la malla puede ser minimizada.

Ambas formulaciones han cautivado el interés de los investigadores, lo cual ha condu-
cido a la obtencién de soluciones mas estables. Existen muchos cédigos comerciales que
han incorporado las formulaciones ALE y/o CEL para el andlisis acoplado de fenémenos
dindmicos con comportamiento de interaccién sélido-fluido: MSC/Dytran (MSC/DYTRAN,
1997); DYNA2D y DYNAS3D (Hallquist y Benson, 1986; Hallquist, 1988); LS-DYNA (Ha-
llquist, 1998). Desafortunadamente, atin con las formulaciones CEL y ALE, una malla
altamente distorsionada puede introducir severos errores en las simulaciones numéricas

(Hirt y col., 1974; Benson, 1992; Belytschko y col., 2000).

4.3.4. Limitaciones de los métodos basados en mallas

Los métodos numéricos convencionales basados en mallas, tal como el FDM y el FEM,
han sido aplicados ampliamente en varias areas de la CFD y la CSM, y actualmente son
los métodos dominantes en las simulaciones numéricas de la discretizacién de dominios

y la discretizacién numérica. A pesar de sus grandes éxitos, los métodos numéricos ba-
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sados en mallas sufren dificultades inherentes en muchos aspectos, las cuales limitan sus

aplicaciones en una amplia gama de problemas.

En los métodos numéricos basados en mallas, la generacién de mallas del dominio
del problema, es un prerrequisito para la simulaciéon numérica. Para los métodos de ma-
lla Euleriana, como el FMD, construir una malla regular para una geometria irregular
nunca ha sido una tarea sencilla, y usualmente requiere de adicionales transformaciones
matematicas complejas, que pueden ser aun mas costosas que la resolucién del problema
mismo. La determinacién de la localizacién precisa de las inhomogeneidades, superficies
libres, fronteras deformables e interfases méviles con respecto a un marco de referencia
Euleriano es una tarea formidable. Los métodos Eulerianos no son muy adecuados para
problemas donde se requieren monitorear propiedades materiales en volimenes fijos, tal
como los flujos de particulas. Para los métodos basados en malla Lagrangiana como el
FEM, la generacién de la malla es necesaria para los cuerpos que seran simulados, y
usualmente ocupa una porcion significante del esfuerzo computacional. El tratamiento
de grandes deformaciones es un problema importante en los métodos basados en malla
Lagrangiana. Usualmente requiere de técnicas como es la rezonificacion. La rezonificacion
de una malla, es tediosa y consume mucho tiempo de computo, y podria introducir po-

sibles imprecisiones dentro de la solucion.

Las dificultades y limitaciones de los métodos basados en mallas son especialmente
evidentes cuando se simulan fenémenos hidrodinamicos tales como explosiones e impac-
tos a altas velocidades. En ambos fendmenos existen caracteristicas especiales, tales como
grandes deformaciones, grandes inhomogeneidades, interfases materiales moviles, fronte-
ras deformables, y superficies libres. Estas caracteristicas especiales plantean un gran
reto a las simulaciones numéricas utilizando métodos basados en mallas. Los problemas
de impacto a alta velocidad involucran ondas de choque que se propagan a través de los
cuerpos que colisionan, los cuales se comportan como fluidos. Analiticamente, las ecua-
ciones de movimiento y de estado para altas presiones, son los descriptores claves del

comportamiento del material.
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Los métodos numéricos basados en mallas, tampoco son adecuados para situaciones
donde el interés principal del cuerpo material bajo estudio, es un conjunto de particulas
fisicas discretas en lugar de un continuo. Por tal motivo, la simulacién de tales sistemas

mediante el uso de mallas, no corresponde a una buena eleccion.

4.4. Meétodos de Particulas Libres de Malla

Los Métodos de Particulas Libres de Malla (Meshfree Particle Methods, MPMs), por
lo general se refieren a aquellos métodos que emplean un conjunto de un ntimero finito de
particulas discretas para representar el estado de un sistema y registrar su movimiento.
Cada particula puede ser directamente asociada con un objeto fisico discreto, o ser ge-
nerado para representar una parte de un dominio continuo. Para problemas de CFD,
cada particula posee un conjunto de variables de campo, tales como la masa, momen-
tum, energia, posicion, y otras variables relacionadas con el movimiento de un fluido. La
evolucion del sistema fisico es determinada por la conservaciéon de la masa, momentum y

energia.

Aunque existen una diversidad de métodos que toman como punto de partida abordar
un fenémeno fisico como un sistema de particulas discretas, dos familias merecen una
atencion especial: (1) Hidrodindmica de Particulas Suavizadas; y (2) Minimos Cuadrados

Moviles.

4.4.1. Hidrodinamica de Particulas Suavizadas

La Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH)
surgi6 en el contexto de simulaciones en Astrofisica a principios de los afios 70 (Lucy, 1977;
Monaghan, 1992). Pese a sus 30 afios de existencia, no ha sido enteramente aceptada por
la comunidad de fisica computacional a pesar de que los astrofisicos se refieren a ella como
una técnica avanzada y sofisticada. Se trata basicamente de una discretizacién Lagran-
giana de las ecuaciones de Navier-Stokes con ayuda de una funcion peso. El procedimiento

transforma las ecuaciones diferenciales parciales a ecuaciones diferenciales ordinarias que



4. DINAMICA DE FLUIDOS COMPUTACIONAL 50

se pueden interpretar como ecuaciones de movimiento para un conjunto de particulas que
interaccionan con leyes de fuerza preescritas. Es decir, la técnica permite resolver ecuacio-
nes diferenciales parciales con cddigos de Dindmica Molecular (en realidad el método es
aplicable a otras ecuaciones en derivadas parciales, no necesariamente hidrodinamicas).
Se ha aplicado a una cantidad enorme de problemas en Astrofisica: estrellas binarias,
colisiones de estrellas, colision y fragmentacién de nubes, movimiento cerca de agujeros
negros, supernovas, magnetohidrodinamica, formacién planetaria, problemas cosmologi-
cos y formacién de galaxias. Recientemente se ha aplicado al estudio de flujos térmicos en
geometrias simples (Kum y Posch, 1995) y a flujos viscosos (Takeda y col., 1994; Sigalotti
y col., 2003).

Detalles del modelo SPH

La SPH es una técnica de simulacién Lagrangiana libre de malla en la que el fluido
esta representado por pseudo-particulas que interaccionan entre ellas, moviéndose con el
flujo y transportando en su movimiento toda la informacién computacional relacionada
con el fluido. Las propiedades del fluido se interpolan entre las particulas. El método
estd basado en dos conceptos matematicos que se presentan rapidamente en esta sub-

seccion: el interpolante integral y la aproximacion de la suma de Monte-Carlo.

El interpolante integral (un filtro de convolucién estandar) de cualquier funcién f(7)

se define como la siguiente integral extendida a todo el espacio

() = / Y w(i— 7' h)di (4.1)

La funcién kernel o nicleo, w(7— 7', h), debe ser una funcién bastante picada entorno
a cero, para que se aproxime a una funcion delta de Dirac a medida que h — 0, donde
la longitud de suavizado h representa la anchura efectiva del kernel y es equivalente a
la anchura de la celda del mallado en los métodos de diferencias finitas. Algunos de los
kernels mas usados en la literatura son el exponencial, super-gaussiano, spline, la funcién

de Lucy, la funcién de Monaghan y diversos polinomios. Uno de los primeros kernels que
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se utilizé fue el gaussiano (Gingold y Monaghan, 1977)

_ ! Jo71?
)= e e{—n)

w(07, h (4.2)

Generalmente el kernel es esféricamente simétrico, con segunda derivada continua y so-
porte compacto, de tal manera que sélo contribuye a la integracion el volumen dentro de

una esfera de diametro 2h . Ademas el kernel debe cumplir la condiciéon de normalizacién

/ w(F, h)dF = 1 (4.3)

y satisfacer el limite

lim f () = f(7) (4.4)

h—0
Si se utiliza la aproximacién de la suma de Monte Carlo, que se sabe que converge a
medida que el nimero de puntos N (o particulas en la nomenclatura SPH) tiende a
infinito, y si los puntos de integracion 7, estan distribuidos uniformemente, se tiene

N
my

@)=Y == [ (7)) w(F =7 h) (4.5)

i Pk

donde el factor my/py es el elemento de volumen asociado a la particula k, es decir, la
razon entre su masa y la densidad mésica. Si se aplica la expresién (4.5) al campo de

densidad maésica se tiene
N
(p(E) = my, f(7}) w(F — 7%, 1) (4.6)
k=1

Por lo tanto la densidad maésica asociada a la particula situada en 7, es

pi = (p(i)) = > my, f(7) w( — 7%, h) (4.7)

Analizando el sentido de esta expresién: cada particula de masa my, esta suavizada en el
espacio de acuerdo con la funcién nicleo, considerada como su distribucion de densidad
numérica espacial. La densidad en un punto del espacio se calcula sumando para dicho
punto las contribuciones de todas las particulas del sistema (dentro del rango del kernel).

Precisamente, el nombre de la técnica SPH proviene de esta interpretacion.
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Ademas, en SPH los gradientes se calculan por diferenciacién de (4.5)
N
(VHE) =D =2 f () V=, b) (4.8)
iy Pk
Se ha considerado por simplicidad (Vf(7)) = V(f(7)) y despreciado los términos de
superficie. Las ecuaciones (4.5) y (4.8) retnen toda la informacién esencial de SPH. Los
gradientes se calculan, por tanto, sin ayuda de una malla computacional auxiliar. En
realidad, este método es aplicable a cualquier ecuacién en derivadas parciales, pero ha
sido muy utilizado para resolver problemas hidrodinamicos. El método de interpolacion,
aplicando (4.5) a los campos hidrodindmicos y a sus ecuaciones de evolucién, convierte
las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en términos de particulas fluidas. El punto clave de SPH viene de sus
propiedades Lagrangianas. Las particulas SPH automaticamente siguen al flujo y pueden
mantener la resolucién a masa constante facilmente. Esto se obtiene usando longitudes
de suavizamiento variables, h(7), y manteniendo constante el ntiimero de vecinos de cada
particula en el radio h, (tipicamente se requiere del orden de 30-70 vecinos en el rango
de accién definido por el soporte del kernel), lo cual permite abarcar un amplio rango

dindamico de densidad.

Problemas en SPH

Una dificultad caracteristica del método SPH es la implementacién de condiciones de
contorno sélidas. Hernquist (1993) senal6 ésta y otras dificultades que emergen en la SPH
cuando se utilizan distancias de suavizamiento variables y de adaptabilidad temporal que
conduce a errores y violaciones de las leyes de conservacién del fluido. En sus propias pala-
bras dice: Aunque la SPH es una herramienta muy tutil para muchos problemas de interés
astrofisico, claramente es necesaria una formulacién rigurosa, que cumpla las propiedades
de conservacién. En principio, se sabe que para cualquier esquema de diferencias finitas
se tiene una familia infinita de representaciones discretas que convergen a las ecuaciones
que se desea simular. Mientras que converjan hasta cierto orden, se es libre para elegir la
discretizacion que més convenga los propdésitos deseados (Monaghan, 1992). Por lo tanto

la aplicacién del método descrito anteriormente sobre las ecuaciones del continuo no es
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unica a la hora de asignar valores de magnitudes hidrodinamicas a las particulas SPH.

4.4.2. Minimos Cuadrados Moviles

El Método de los Minimos Cuadrados Méviles (Moving Least Squares, MLS) (Lan-
caster y Salkauskas, 1986), tiene como objetivo obtener una interpolacién similar a la que
ofrece el Método SPH, con una alta exactitud atin en dominios acotados. Considérese
un dominio €2, acotado o no acotado. La idea basica del Método MSL es aproximar una
funcién u(¥) para un punto dado Z, a través de un ajuste de minimos cuadrados polino-
miales de la funcién u () en la vecindad del punto Z. Esto es, para un punto fijo & € €,
y un punto 2 cerca de Z, la funcién u(Z) puede ser aproximada mediante una expresién

polinomial. Considérese a la funcién u*(Z, 2), la funcién aproximada, entonces
u(Z) = u(, z) = p(z) - () (4.9)

donde los componentes del vector p(Z), es una base polinomial completa; y el vector d(Z%)
corresponde a un conjunto de parametros que minimiza al siguiente funcional de error

ponderado
sa@) = [ @ gn) ) - 7 - @) de (410)
JEQa
donde w(¥ — ¢, h) es un nucleo simétrico con soporte compacto 2, y el pardmetro h

corresponde a una longitud de suavizado. La minimizacién del funcional J[@(Z)] conduce

[ ) w71 () do = M) -6 (4.11)

donde la matriz de momentos M (&) (Matriz Gram) estd dada por

M(7) = / ) @ = 5 p(3) (4.12)

En las formulaciones libres de malla, se elige un conjunto de n particulas del dominio
global 2, de modo que la evaluacién de las integrales en (4.11) y (4.12) puede realizarse
usando las particulas del interior del dominio €2, como puntos de cuadratura (esto es,

llevar a cabo una integracién nodal), lo que conduce a

G(#) = M\(3) - Py, - w'(7) - o, (4.13)
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donde el vector g, contiene los pardmetros nodales de las particulas de €2, la version
discreta de

M = Po_ - w'(7) - P!, (4.14)

y las matrices Pg, y w*(Z) vienen dadas por

Pq, = [p(#1) pls) plas) ... pl@,,)] (4.15)
w* (%) = diag {w(Z — 7)) v } k=1,23,...,n; (4.16)

En las expresiones anteriores, n, denota el niimero total de particulas en el entorno de un
punto 7; y vy y &) son, respectivamente, el volumen estadistico (empleado como peso de
la cuadratura numérica) y las coordenadas asociadas a la particula k. Obsérvese que los
volimenes estadisticos de las particulas del entorno estan incluidas en la matriz w*(%),
obteniéndose la version MLS del Reproducing Kernel Particle Method (Li y Liu, 1996).

Por otra parte, puede emplearse w(Z) en lugar de w*(Z),
w(Z) = diag {w(Z — Tx)} k=1,2,3,...,n, (4.17)

que se corresponde con la aproximaciéon de minimos cuadrados méviles clésica (en la
integracién nodal del funcional (4.10) se asocia el mismo peso de integracién a todas las
particulas). Si ahora se sustituye (4.13) en (4.9), el esquema de interpolacién se puede

identificar facilmente y ser escrito en la forma:

—

u(T) ~ W(7) = p(7) - M~ (Z) - Pg, - w'(T) - do, = N(T) - o, (4.18)

por lo que las funciones de forma de minimos cuadrados méviles vienen dadas por:

—

N(Z) = p(@) - M~}(Z) - Po, - w'(7) (4.19)

Con respecto a la eleccién de los nicleos, éstos deben satifacer los requsitos tales como

se describieron para el Método SPH.



Capitulo 5
METODO DEL ELEMENTO FINITO

5.1. Generalidades

El Método del Elemento Finito (FEM) es uno de los métodos numéricos de aproxi-
macién de soluciones para problemas de ecuaciones diferenciales parciales méas potente y
utilizado en la actualidad; y también posiblemente, uno de los mas activos como campo
de investigacién tanto tedrica como aplicada. Su potencial se basa principalmente en su
solida base matematica, su capacidad para ser aplicado a una gran variedad de problemas
de diferente origen y su aptitud cuando los dominios de andlisis son complejos, debido a
que las mallas de elementos finitos se adaptan facilmente, considerando no-linealidades
y distintos tipos de condiciones de contorno. Para resolver un problema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales por el FEM se comienza planteandolo en su forma
débil, que bajo ciertas condiciones puede resultar andloga a un problema de minimizacion
de un funcional. El FEM permite convertir el problema continuo en su forma débil en
un problema discreto, que finalmente resulta en un sistema de ecuaciones algebraicas.
Para ello, se utiliza el Método de Gallerkin en el cual el espacio de funciones ensayo (test
and trial) se construye de una forma que es caracteristica del FEM. Primero se divide
el dominio de andlisis en subdominios denominados elementos finitos. Dentro de cada
subdominio las funciones de prueba se construyen como polinomios a los cuales se les
impone un determinado orden de continuidad con los elementos adyacentes. Por lo tanto,
la solucion obtenida estara formada por funciones que resultaran polinémicas a trozos
en el dominio completo. La reformulaciéon de la ecuacién diferencial parcial original en

su forma débil diferencia este método del Método de Diferencias Finitas (FDM), otro

95
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método popular de aproximacién de soluciones. En FDM se parte directamente de la
ecuacién diferencial y se discretiza la misma convirtiéndola en una ecuacion en diferen-
cias en los nodos de una malla. Otros métodos numéricos de aproximacién de ecuaciones
diferenciales parciales menos utilizados tienen en comun parte de su formulacién con el
FEM. En el Método de Volumenes Finitos las funciones de peso son funciones tipo hat
(constantes en parte del dominio y nulas en el resto). El Método de Elementos de Con-
torno utiliza una segunda integracion por partes para obtener ecuaciones algebraicas en
el contorno del dominio. Se han propuesto gran variedad de elementos finitos diferentes,
de formas triangulares o cuadrilaterales en 2 dimensiones, tetraédricas o hexaédricas en 3
dimensiones, con funciones de interpolacion de distintos grados y distinta continuidad en
los contornos de 2 o més elementos. Ademas se utilizan distintas ubicaciones de los nodos
de los elementos. Las bases mateméaticas del método estan relacionadas intimamente con

las teorias de operadores en espacios de Hilbert y de Sobolev.

5.1.1. Aproximaciéon de una solucién

Es comun, que los procesos fisicos exhiban un alto grado de complejidad, y por tanto,
sus descripciones matematicas carezcan de una resolucién analitica. En tales situaciones,
la eleccién de un caso limite del proceso fisico, puede conducir a una formulacién ma-
tematica analiticamente resoluble. Sin embargo, este procedimiento no es muy adecuado
cuando se desea evitar la pérdida de generalidad en la representacion matematica del
proceso fisico. Para ello, es mas conveniente proponer una solucién aproximada, cuyo

margen de error con respecto a la solucion exacta, sea aceptable.

Aproximacién generalizada

Una forma préactica de hacer frente a la problematica de soluciones analiticas inexisten-
tes, es a través de la formulacién de una descripcién analitica aproximada. Basicamente,
esto consiste en construir una funcion paramétrica, cuyos parametros indeterminados se
deban ajustar de forma tal, que conduzca a una aproximacion aceptable de una funcién

a aproximar u*(Z). Obviamente, la funcién aproximada u(Z), debe satisfacer las condi-
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ciones de admisibilidad a las cuales esta sujeta la funcién a aproximar; asimismo, poseer
una naturaleza simple, que permita una facil implementacién numérica. Por tal motivo,
la funcién aproximada, se elige como la combinacion lineal de un conjunto de parametros,
denominados coordenadas generales de la aproximaciéon; y matematicamente se expresa

CcOo1mo

WH(F) ~u(@) = E) -G VTeQ (5.1)

donde los elementos del vector @, corresponden a las coordenadas generalizadas de la
aproximacién; y los elementos del vector de funciones p(Z), pertenecen a un conjunto
de funciones base, que satisfacen las condiciones de admisibilidad, a las que esta sujeta
la funcion a aproximar. Asimismo, cuando la condiciones de admisibilidad del conjunto
de funciones base, estan limitadas a la satisfaccién de ciertas restricciones de continui-
dad y diferenciacién, la implementacion de esta funcién aproximada, corresponde a una

aproximacion generalizada.

Aproximacion nodal

Aunque una aproximacion generalizada, provee de una opcién para construir la apro-
ximacién de una funcién, presenta un grave inconveniente, las coordenadas generalizadas
no tienen un significado especifico. Ante esta situacion, se puede plantear la siguiente
alternativa. Primero, es necesario elegir un conjunto de puntos donde se desee evaluar la

funcion aproximada; mismos que se pueden designar mediante
T € Q, 1<k<n (5.2)

y reciben la denominacion de nodos de interpolacién. Enseguida, a través de los nodos de

interpolacién elegidos, es necesario construir un conjunto de funciones base, que satisfagan

A 0 si ij | |
¢;(;) = ; 1<i<m 1<j<n (5.3)
1 st 1=
Usualmente, a este conjunto de funciones, se le denomina funciones de interpolacion. Asi,

la nueva aproximacién se reformula como

W@) = 6@ T VFeQ (5.4)
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donde el vector de parametros U, es el conjunto de pardmetros indeterminados que se
debe evaluar. El punto central de esta aproximacién, es que presenta una definicion

preestablecida, expresada por

Es decir, cada uno de los parametros indeterminados, representa a la funcién aproxi-
mada, evaluada en cada uno de los nodos de interpolacion. Por tal motivo, el vector de

parametros indeterminados, recibe la denominacién de vector de variables nodales.

Aproximacion nodal por subdominios

Indudablemente, aunque una aproximacién nodal es mas descriptiva que una apro-
ximacion generalizada, presenta una inevitable dificultad. La construccién de cada una
de las funciones de interpolacion, requiere que se considere a cada uno de los nodos de
interpolacion elegidos. Por tanto, cuando el niimero de nodos de interpolacién es dema-
siado alto, las funciones de interpolacién se vuelven demasiado complejas para su im-
plementacién numérica. Una solucién a este inconveniente, es utilizar una aproximacién
nodal por subdominios. Para obtener esta aproximacion, esencialmente se requieren de
dos pasos: subdivisiéon del dominio en subdominios; y elecciéon de una aproximaciéon no-
dal diferente sobre cada subdominio. Respecto a la subdivisién del dominio, ésta puede
expresarse mediante

FcQ  1<k<n Q=) O (5.6)
k=1

En cuanto a la aproximacién nodal para cada subdominio, ésta corresponde a
F(E) =0 (7)) Ve, 1<k<n (5.7)
Y considerando que los nodos de interpolacién para cada subdominio, se denotan por
e 1<k<m 1<j<my (5.8)
entonces las funciones de interpolacion, deben estar definidas mediante
0 si i

i (&h) = il 1<k<n; 1<j<m 1<i<m; (5.9
st 1=
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Por tanto, la aproximacién nodal por subdominios de una funcién, estd dada por el

siguiente ensamble de funciones

3

u(7) uk () Vi e Q (5.10)

k=1
Las caracteristicas principales de esta aproximacion son: las variables nodales dependen
exclusivamente del subdominio al que pertenecen; sobre cada subdominio y en su frontera
con otro subdominio adyacente, se debe garantizar cierto grado de continuidad de parte de
las funciones de interpolacién. Asimismo, para definir completamente esta aproximacién,
es necesario que en cada subdominio se conozca la definicién analitica de su geometria y

las funciones de interpolacion asociadas.

5.1.2. Particion de un dominio

Debido a que el FEM es un caso particular de una aproximacion nodal por subdomi-
nios; la particion del dominio tiene un papel crucial en ésta técnica numérica. Por ello,
es importante definir un conjunto de reglas, a través de las cuales se rija el proceso de
subdivision. Entre las reglas més importantes, es necesario que la subdivisiéon del domi-
nio se realice de forma tal, que cada subdominio corresponda a un elemento geométrico
de forma simple. Asimismo, cada uno de estos elementos geométricos, debe ser definido
analiticamente por un conjunto tnico de nodos, a los que comunmente, se le denomi-
nan nodos de forma. Aunque los nodos de forma pueden corresponder a los nodos de

interpolacién, no es una condicién necesaria.
Reglas de particion de un dominio

La subdivisiéon de un dominio en el FEM, debe satisfacer los siguientes requerimientos:

1. Dos elementos geométricos distintos, pueden tener puntos comunes solamente en
sus fronteras comunes, si tales fronteras existen; no permitiéndose la sobreposicion.

Las fronteras comunes pueden ser puntos, lineas o superficies.

2. Los elementos geométricos ensamblados, no deben dejar huecos dentro del dominio,

y deben aproximarse a la geometria real del dominio lo mas adecuadamente posible.
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0 % Qo

frontera frontera frontera

1 dimensién 2 dimensiones 3 dimensiones

Figura 5.1: Fronteras comunes entre elementos distintos.

(1) Huecos (2) Sobreposicién

Figura 5.2: Restricciones involucradas en el proceso de particion.

Frecuentemente, cierto error es introducido cuando la frontera de un dominio no puede
ser exactamente representada por los elementos geométricos seleccionados. Tal error, se
denomina error por discretizacion geométrica, y puede ser minimizado por reduccién del
tamano de los elementos geométricos, o por el uso de elementos geométricos que permiten

fronteras curvas.

VANPSVAAN

Error de discretizacin (1) Incrementar el ndmero de elementos (2) Utilizar fronteras curvas

Figura 5.3: Técnicas para decrementar el error de discretizaciéon geométrica.

Elementos clasicos

En la figura 5.4 se exponen las formas clasicas de los elementos utilizados en la par-

ticién de dominios.
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Linea Hexaedro
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Lineal: 6-nodos Cuadratico: 15-nodos

Tetraedro

A
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Lineal: 4-nodos Cuadratico: 10-nodos

Figura 5.4: Formas clasicas de los elementos.

Configuracion geomeétrica elemental

Con el proposito de que las reglas de particién sean satisfechas, es necesario que la
definicién analitica de los elementos geométricos, esté dada bajo los siguientes lineamien-

tos:

1. La definicién analitica de un elemento geométrico, solamente debe depender de los

nodos de forma ubicados sobre del espacio geométrico que delimita su frontera.

2. La definicién analitica de una seccién de frontera compartida entre dos o mas ele-
mentos geométricos, debe ser Unica; ésto es, solamente debe depender de los nodos

de forma ubicados sobre la seccién de frontera compartida.
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Conectividad elemental

Todos los nodos, ya sean de forma o interpolacién, deben ser numerados secuencial-
mente, no permitiéndose mas de una etiqueta por nodo, ni la ausencia de la misma;
asi mismo, deben ser identificadas las coordenadas geométricas que corresponden a cada
nodo. Existen dos tipos de enumeraciones, una local y otra global: la primera corres-
ponde a la posicién que ocupa un nodo dentro de un elemento geométrico, y la segunda
corresponde a la posicién que ocupa un nodo dentro del dominio. De igual forma, cada
elemento geométrico debe ser numerado secuencialmente, no permitiéndose mas de una
etiqueta por elemento geométrico, ni la ausencia de la misma; asi mismo, deben ser iden-
tificados los nodos que conforman cada elemento geométrico. Asi, para cada elemento
geométrico, es posible agrupar dentro de un vector, las posiciones globales de los nodos

que lo conforman. Este vector, recibe generalmente el nombre de conectividad elemental.

2 5 1
Ol O3
\ 02 . EQY=[ 2 13 5 ] E@Q%) =[] 8 11 10 ]
Q 1 1 Q BQ*) =[] 5 13 11 ] EQ©9 =] 6 12 9 ]
07 EQ)=[ 5 11 1 ] E@QYH)=] 6 3 12 ]
s EQ@Y=] 2 13 6 | EQ%H=[ 9 12 7 ]
9
6 o | 9 8 E@)=[ 1 11 8 | EQ@3)=[ 7 10 9 ]
Qe BQS =] 9 13 6 ] EQ¥) =] 8 10 4 ]
o 13 Q14 BQ)=[ 11 13 9 ] EQY¥) =] 7 12 3 ]
0 Q12| @ BQ8 =[] 10 11 9 ] EQ©%) =] 4 10 7 ]
QIS Qw
3 4
7

Figura 5.5: Conectividad elemental

5.1.3. Elemento de referencia

Como se ha descrito previamente, una aproximacion nodal por subdominios, requiere
de la construccion de un conjunto de funciones de interpolacién, para cada uno de los
elementos geométricos distintos que conforman el dominio del sistema matematico. Esta

tarea, aunque es factible debe llevarse a cabo mediante una implementacién computacio-
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nal, involucra un consumo excesivo de tiempo y memoria en un computador. Ante esta
problematica, existe un proceso numérico alternativo. Basicamente, consiste en construir
sobre una configuracién geométrica elemental preestablecida por un elemento de refe-
rencia, un conjunto de funciones de interpolacién que al someterlo a una serie de trans-
formaciones geométricas, resulten los distintos conjuntos de funciones de interpolacién
requeridos en cada uno de los elementos geométricos, cuya configuracion geométrica ele-

mental, sea idéntica a la del elemento de referencia.

Partiendo del hecho, que el conjunto de funciones de interpolacién sobre un elemento
de referencia preestablecido, ha sido definido sobre el siguiente conjunto de nodos de
interpolaciéon

e, 1<k<I (5.11)

entonces las funciones de interpolacion sobre tal elemento de referencia, deben satisfacer
las siguientes restricciones
. 0 si i#] , ,
Q;(&) = : 1<i<l; 1<5<l (5.12)
1 st 1=
por tanto la aproximacion nodal para cada uno de los elementos geométricos que guar-
dan la misma configuraciéon geométrica elemental que el elemento de referencia, puede

expresarse mediante
uFE =) 0% VEeQ;  1<k<n (5.13)

Obviamente, puede percatarse que la aproximacién nodal por subdominios aiin no estd com-
pletamente definida. Para ello, es necesario describir la naturaleza matematica de cada
una de las transformaciones geométricas, que ligan a cada uno de los elementos geométri-

cos con el elemento de referencia.

Considérese que la geometria del elemento de referencia esta definida por el siguiente

conjunto de nodos de forma

Ge: 1<k<m (5.14)
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T2 ~k
) b T3
&34 A
5
QT
51 52 & o
Elemento de referencia Q" Elemento real QF

Figura 5.6: Transformacion de un elemento de referencia a un elemento real.

a través del cual, es posible construir el siguiente conjunto de funciones de forma

. 0 si 1#] _ ,
U, (&) = ; 1<i<m 1<j<m (5.15)
1 st i=7
entonces, una funcién a aproximar sobre cada uno de los nodos de forma, puede expresarse
como
r(§)=w(E)-p VE e Q" (5.16)
Aplicando esta aproximacién nodal, en cada una de las coordenadas de los nodos de

forma del elemento geométrico ubicado sobre el subdominio QF, resulta

—

FE)=a () vieq (5.17)

que es la transformacién geométrica requerida para el elemento geométrico ubicado sobre

k  corresponde a las coordenadas de los nodos de

el subdominio Q*. Aqui la matriz &
forma del elemento geométrico al que se desea transformar el elemento de referencia.
Tal transformacion geométrica, también puede denotarse mediante la siguiente expresion
generalizada

i@ 1<k<n (5.18)

Por supuesto, cada una de estas transformaciones geométricas, debe satisfacer las reglas
de particién descritas anteriormente. Para lograr este propdsito, cada transformacién

geométrica debe ser elegida de forma tal que cumpla con las siguientes propiedades:
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1. La transformaciéon geométrica debe ser uno a uno.

2. Los nodos de forma e interpolacion del elemento de referencia, corresponden a los
nodos de forma e interpolacion del elemento geométrico al que se desea transformar,

respectivamente.

3. Cada seccién de frontera del elemento de referencia, definida por los nodos de forma
de esa frontera, corresponde a la seccion de frontera, definida por los nodos de forma

correspondientes al elemento geométrico al que se desea transformar.

Como se ha mencionado desde un principio, la importancia de introducir un elemento de
referencia, reside principalmente, en que sobre un mismo elemento de referencia, pueden
ser mapeados todos los elementos geométricos del mismo tipo, mediante la utilizacién
de diferentes transformaciones geométricas; facilitando asi, su implementacién compu-
tacional. Y aunque las transformaciones geométricas propuestas, no son las tnicas en

desarrollarse, al menos satisfacen las reglas de particion adecuadamente.

5.1.4. Funciones de forma e interpolacion

Restricciones de continuidad

Con el propésito de describir aproximadamente el comportamiento exacto de una
funcion, es indispensable que la funcién aproximada, satisfaga el mayor ntimero de con-
diciones de admisibilidad a las cuales esta sujeta la funciéon a aproximar. Especificamente
en el FEM, entre las condiciones de admisibilidad mas importantes, se incluyen ciertos
requerimientos de continuidad sobre la funcién aproximada y sus derivadas, que deben
ser satisfechos sobre cada uno de los elementos geométricos que conforman el dominio del

sistema matematico bajo estudio.

1. Continuidad sobre un elemento geométrico. Si sobre un elemento geométrico dado,
la funcién aproximada requiere ser continua junto con todas sus derivadas hasta
un orden s; entonces, es necesario, que cada una de las funciones de interpolacién

junto con sus derivadas de hasta un orden s, sean continuas.
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2. Continuidad entre elementos geométricos adyacentes. Si la funcién aproximada y
sus derivadas hasta orden s, son requeridas sobre una frontera comtn de dos o mas
elementos geométricos; entonces, la funcion aproximada y sus derivadas hasta orden
s, solamente deben depender de las variables nodales ubicadas sobre tal frontera

comun.

Minimizacién del error por truncamiento

Para que el error por truncamiento de una funciéon aproximada, pueda ser minimizado
por reduccién del tamano de los elementos geométricos, es necesario, que cada término
matematico al que se desea minimizar su error por truncamiento, pertenezca al conjunto
de funciones linealmente independientes que conforma a la funciéon aproximada. En con-
creto, si la funcién u*(¥), representa a la funcién a aproximar, y la funcién denota a la

funcién aproximada u(%), y se desea que el error por truncamiento de la expresién

O™ o
E%JM@—U(@] (5.19)

sea minimizado por reduccion del tamano de los elementos geométricos. Entonces, es

necesario que la aproximaciéon incluya al término matematico x?“.

Método general de construccién

Considérese que sobre un dominio €2*, se ha implementado una aproximacién genera-
lizada definida mediante
u(@) =a-p); e (5.20)
Asimismo, se desea construir una aproximacion nodal descrita por
u@)=0-8((); Ve (5.21)
donde las funciones de interpolacién satisfacen

(o e i
a,6= """ T <<k 1<i<i (5.22)

Y

1 si 1=
para un conjunto de nodos de interpolacién expresados por

~

ey 1<k<l (5.23)
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Considerando que ambas aproximaciones son idénticas; al evaluar la aproximacion gene-

ralizada, en cada uno de los nodos de interpolacion se obtiene

mi=pi(G); 1<i<l;  1<j5<I (5.25)
la expresion (5.24), se puede reformular como
v=da-m (5.26)

y con ello la aproximacion generalizada se replantea como

— —

uw@ =7"-pQ) v Ve (5.27)

cuya comparacion con la aproximacion nodal exige que se satisfaga

o) =7""-p(¢); Ve (5.28)
lo cual corresponde a la definiciéon analitica de las funciones de interpolacién. Obvia-
mente, para alcanzar este resultado es necesario que la matriz 7 sea invertible; lo cual
se satisface siempre, debido a que una adecuada implementacién de una aproximacién

generalizada, debe garantizar que los elementos del vector de funciones p(() sean lineal-

mente independientes.

Bajo un razonamiento similar, es posible construir el conjunto de funciones de forma,
necesario para establecer la definicién analitica de la transformacion geométrica de un
dominio 2* con coordenadas geométricas 5, a un dominio 2* con coordenadas geométri-
cas 7. Considérese que tal transformacion esta dada por una aproximacién nodal por

subdominios que corresponde a

— —

7)) =a-3C) e (5.29)

donde la columna k-ésima de la matriz 7 corresponde al nodo de forma con coordenadas

M. Tales nodos de forma definen al elemento finito en el espacio de transformaciéon 2.
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-

Con respecto a las funciones de forma §((), estas son construidas mediante un vector de

—

funciones base ¢((), a través de la expresién

—

QO =p"q0); Ve (5.30)
donde la matriz p se define como
pii = ai(G) VG e (5.31)

Aqui las coordenadas é:j, describen la posicion geométrica de los nodos de forma del

mismo elemento finito, bajo el espacio geométrico 2*.

Primeras derivadas

Definiendo al operador gradiente V., como la diferenciacién con respecto a las coorde-
nadas geométricas (, las primeras derivadas de las funciones interpolaciéon, corresponden

a
Ve [u( )} ~ v, [cﬁ(*)} F Ve (5.32)
Transformacién de coordenadas de las primeras derivadas

Mediante la regla de la cadena, es posible demostrar la transformacion de las primeras

derivadas del sistema de coordenadas 5 al sistema de coordenadas 77, corresponde a
Vy=dJ-V¢ (5.33)

donde el tensor J corresponde al jacobiano de la transformacién geométrica del sistema

de coordenadas 5 al sistema de coordenadas 7. Y esta definido como

Jij =

34
n, (5.34)

Para la transformacién geométrica inversa, utilizando la regla de la cadena, se tiene que
Ve=J™ -V, (5.35)

donde el tensor J* corresponde al jacobiano de la transformacién geométrica del sistema

de coordenadas 77 al sistema de coordenadas 5 Y esté definido como

on;
¢

= (5.36)
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Sustituyendo (5.33) en (5.35), se demuestra que la transformaciéon geométrica de las

primeras derivadas satisface

J =J! (5.37)

Transformacion de coordenadas de una integral

Mediante una transformacién de coordenadas geométricas, es posible cambiar la in-
tegracién de una funcién en el dominio €2* de un sistema de coordenadas geométricas &,
por una integracién sobre el dominio * de un sistema de coordenadas geométricas &.

Dicha transformacién de la integral corresponde a

/Q () dzydayda = 5 F(€) det (J) d€ dEadss (5.38)

donde det (J) es el determinante del jacobiano de la transformacion geométrica del sis-

tema de coordenadas T al sistema de coordenadas &.

Para el caso de una integral de contorno definida sobre una linea, la transformacién

esta dada mediante:

. = ox
/mkf(a:) dz = /m.f(g) Jpd¢ con Jp= ' a—fg (5.39)
T2, &2
¢
g
onr
» 1 »>
X1 (0,0) ( ) 51

Figura 5.7: Transformacion de una integral de contorno sobre un dominio 2D.
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Y para el caso de una integral de contorno definida sobre una superficie, la transfor-

macién estd dada mediante:

07 afH a0)

J[ s@anan= [[ 1@ssicia con ge- |21 22

T3

&2

Figura 5.8: Transformacion de una integral de contorno sobre un dominio 3D.

5.2. Formulacion Variacional

5.2.1. Meétodo de los Residuos ponderados

Existen una gran variedad de técnicas numéricas, mediante las cuales se puede obtener
la solucién aproximada de un sistema integrodiferencial previamente planteado. Entre
las técnicas numéricas mas versatiles, se puede mencionar al método de los residuos

ponderados; cuya implementacion, se describe a través de las siguientes etapas:

1. Proponer para un sistema integrodiferencial, una solucién aproximada a través de

un conjunto de funciones paramétricas.

2. Evaluar para cada punto del dominio, la desviacién paramétrica que introduce una

solucién aproximada con respecto a la solucion exacta.
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3. Otorgar a cada una de estas desviaciones paramétricas, un grado de ponderacién,

siguiendo un criterio previamente definido.

4. Asignar el valor cero, a la media de todas las desviaciones paramétricas ponderadas.

En conjunto, este procedimiento conduce a la formulaciéon de un sistema discreto, cuya
solucién corresponde a la evaluacion de los parametros indeterminados, a través de los
cuales, la solucién aproximada se define explicitamente. De este modo, se puede expresar
que el principio del método de los residuos ponderados, tiene como objeto obtener el mejor
ajuste global de una solucion paramétrica propuesta, sobre un sistema integrodiferencial

previamente establecido.

Residuales

Considérese un sistema fisico en estado estacionario, representado por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales parciales de orden m
L [u(Z)] + fu(Z) = 0; VT e 1 <k <dimu(Z) (5.41a)
sujeto a las condiciones de contorno
Crlu(Z)] + g (%) = 0; VI € 0Q; 1<k<n (5.41Db)

donde el vector de funciones u(Z) representa la solucién sin determinar, que satisface

exactamente al sistema matematico.

El poder representar matematicamente la descripcién de un fenémeno fisico, no im-
plica necesariamente la existencia de una solucién analitica para el mismo. De hecho, es
muy comun dentro de las ciencias, el planteamiento de modelos matemaéticos, irresolubles
en forma exacta. Aun asi, existe la posibilidad de obtener una soluciéon aproximada. Una
metodologia para lograr este propdsito, puede ser la siguiente. Puesto que las exigencias
del contorno, son de menor complejidad que las del dominio; podria deducirse analiti-
camente de (5.41b) un vector de funciones que lo satisfaga exactamente, y asi utilizarlo
como parte del conjunto de funciones base, para la construcciéon de un vector de fun-

ciones que satisfaga aproximadamente a (5.41a). Por supuesto, para ello hay que definir
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una forma para evaluar la calidad de la aproximacion. Una extensa variedad de métodos
numéricos, emplean el concepto de residual como una medida de la aproximacién; asi,
para el sistema diferencial parcial (5.41), es posible definir un vector de residuales, donde

cada uno de sus elementos esté definido por
ri[U(Z)] = Lgu(2)] + fr(Z) VI e Q; 1 <k < dimu(Z) (5.42)

Es importante mencionar, que éste vector de residuales solo mide la calidad de la apro-
ximacién con respecto al dominio, asi que es necesario implementar las restricciones ne-
cesarias, para aproximar la solucién con respecto a las condiciones de contorno, en dado

caso de que no puedan satisfacer exactamente.

Formulacién integral

El método de los residuos ponderados consiste basicamente en sustituir un sistema
diferencial previamente planteado, por una formulacién integral del mismo. Asi, la for-

mulacién integral asociada al sistema diferencial (5.41), corresponde a
W = /QLU(:E’) -7 [u(Z)]) dV =0 (5.43a)
sujeta a las condiciones de contorno
Crli(D)] +gu(@) =0 VZe€oy 1<k<n (5.43b)

Donde el vector de residuales 7[i(Z)], se define mediante (5.42). Y el vector de funcio-
nes J(#), al cual cominmente se le designa vector de funciones pesadas, es un vector
de funciones elegidos arbitrariamente. Es importante senalar, que esta formulacion inte-
gral debe satisfacerse exactamente para cualquier vector de funciones pesadas, asimismo,

exige que las condiciones de contorno sean satisfechas exactamente.

Aunque cualquier solucién que satisface al sistema diferencial (5.41), también satisface
a la formulacién integral (5.43), sin importar la eleccién del vector de funciones pesadas;
una solucién de la formulacién integral (5.43) no necesariamente es una solucién exacta

del sistema diferencial (5.41); en dado caso que lo fuera, es necesario que la dimensién
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del conjunto de funciones base de cada uno de los componentes del vector de funciones
pesadas, sea infinita. Esto significa, que una formulacién integral como la definida en
(5.43), en forma préctica, solo es capaz de ofrecer una solucién aproximada para el sistema
diferencial (5.41). Sin embargo, atin asi una formulacién integral puede ser preferible con
respecto al sistema diferencial al cual esta asociado, debido a que ofrece mas facilidades

en la implementacién de una metodologia para su resolucion.

5.2.2. Transformacién de integrales

Cuando una formulacién integral satisface de manera exacta cada una de las con-
diciones de contorno, a las cuales ésta sujeta el sistema diferencial mediante el cual se
plantea; se le denomina formulacién integral fuerte. Es muy usual que la formulacién
integral fuerte asociado a un sistema diferencial, no corresponda a la forma mas ade-
cuada para obtener su resolucion, y por tal motivo, es necesario someterla a una serie de

transformaciones; siendo la mas comun, la integracién por partes.

Formas integrales débiles

Una formulacion integral fuerte previamente planteada, puede ser transformada me-
diante integracion por partes, para obtener una formulacion integral denominada débil.
Si es necesario, se puede integrar por partes sucesivamente hasta obtener la formulacién

integral débil deseada. Tales expresiones son deseables debido a las siguientes razones:

1. Reduce el orden de la mas alta derivada en la funciéon aproximada, relajando de

esta forma las condiciones de continuidad requeridas para la convergencia.

2. La funcion aproximada no tiene que satisfacer exactamente algunas de las condi-
ciones de contorno impuestas por el sistemas matematico, puesto que aparecen de

manera natural en la formulacién integral débil.

Sin embargo, una formulacién integral débil también trae consecuencias no deseables,
pero aun asi permisibles; entre ellas, la diferenciacion de las funciones pesadas, ocasio-

nando con ello, que la seleccién del conjunto de funciones base, bajo la cual se construyen
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las funciones pesadas, esté mas restringida con respecto a las condiciones de continuidad.

El efecto neto de la integracion por partes, es el relajamiento de las condiciones
de continuidad sobre el espacio de funciones admisibles, utilizadas en la construccion
de la soluciéon aproximada. Asi, en la busqueda de una solucién para la formulacién
integral fuerte, que esta asociado a un sistema diferencial parcial de orden m, las funciones
solucion admisibles deben ser diferenciables m veces y satisfacer todas las condiciones de
contorno. En cambio para una formulacién integral débil asociada a ese mismo sistema
diferencial, en cuya formulacién se redujo s ordenes su derivada mas alta, las condiciones

de admisibilidad son distintas y corresponden a:

1. Las funciones solucion deben ser m — s veces diferenciables.
2. Las funciones pesadas deben ser s veces diferenciables.

3. Las funciones soluciéon deben satisfacer solamente las condiciones de contorno que

contienen hasta las derivadas de orden m — s — 1.

4. Las funciones pesadas son nulas sobre los contornos, donde las funciones solucién

aun deben satisfacer las condiciones fronteras.

5. Las condiciones de contorno que contienen derivadas de orden mas alto que m — s

son naturalmente satisfechas de manera aproximada.

Bajo todo estos argumentos, una formulacién integral débil para (5.43), puede repre-

sentarse por
-1

> /a ) Gy [@(7)] dS =0 (5.44a)

W= /Q Pl av + 3

sujeta solamente a las condiciones de contorno

Crla(D)] +gr(@) =0 VZeoy [I<k<n (5.44b)

Formas integrales adicionales

Es comun, que los fenémeno fisicos puedan ser descritos mediante un par de sistemas

matematicos, acoplados a través de un conjunto de variables suplementarias; de forma
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tal, que uno de los sistemas matematicos, represente leyes de equilibrio, y el otro leyes
constitutivas. Aunque en la practica, es usual que estas variables suplementarias puedan
suprimirse, mediante la reduccién de una cantidad idéntica de ecuaciones, algunas veces
es imposible. Por tanto, para el caso de un modelo matematico definido sobre un dominio
continuo, es necesario adaptar la metodologia de los residuos ponderados, de forma tal,
que tome en cuenta esta consideracién. Asi, sin perder generalidad, considérese el siguiente
par de sistemas matematicos definidos sobre un dominio continuo, el cual expone de
manera explicita un conjunto de variables suplementarias, adicionales al conjunto de

variables primitivas; representados por la expresiones
P [o(7), u(Z)] + fu(Z) = 0;  VIe€ 1 <k < dimo(%) (5.45a)
Qr[0(7), u(7)] + gu(Z) = 0; VT € 1 <k < dima(?) (5.45b)
que estan sujetas a las condiciones de contorno
Crlo(@)] +sx(Z) =0 VI e I 1<k<l (5.45¢)
Dy [a(z)] + ti(Z) =0 VI € 0, [<k<n (5.45d)

Aqui, el vector de funciones u(Z), representa a la solucién exacta de las variables pri-
mitivas; y el vector de funciones o(Z), representa a la solucién exacta de las variables

suplementarias.

Es importante senalar, que aunque el modelo matematico expresado anteriormente,
pueda ser sujeto a una reduccion de variables suplementarias, a veces es mas conveniente
no hacerlo; esto debido, a que las condiciones de admisibilidad, de los vectores de funciones
mediante los cuales se puede obtener una solucion aproximada, son menos restrictivas
cuando conserva a las variables suplementarias. De hecho, a través de la metodologia
de residuos ponderados, es posible obtener una soluciéon aproximada conservando a las
variables suplementarias. Para ello se requiere, que la formulacion integral asociada al
mismo, tome en consideracion los residuales de ambos sistemas matematicos, mediante

una formulacién mixta. Asi, la formulacién integral mixta se puede denotar mediante

W,, = /Q Bp(T) - 7o [0(F), @4(@)] dV + /Q Bo(T) - 7o [0@), @4@)]dV =0 (5.46a)



5. METODO DEL ELEMENTO FINITO 76

sujeta a las condiciones de contorno
CrlU(7)] + sx(Z) =0 VT € 08, 1<k<l (5.46D)

donde los vectores de funciones () y @(Z), representan la solucién aproximada de las va-
riables suplementarias y primitivas, respectivamente. Asimismo, los vectores de funciones
Gp(¥) vy Jo(), denotan a los vectores de funciones pesadas de los sistemas matemati-
cos asociados a las leyes de equilibrio y a las leyes constitutivas, respectivamente. Y

con respecto a los vectores de residuales 7y [0(Z), u(Z)] y 7 [U(Z), ©(Z)], estan definidos

mediante
Fow [0(F), 8(7)] = Peld(@), 4@) + ful@); VE€Q 1<k <dmd@) (5.47)

o [0(2),4(7)] = Quo(@), 4(F)] + gu(@); VZeQ  1<k<dimd(¥) (5.48)

Y puesto que se puede elegir un par de vectores de funciones pesadas, linealmente inde-

pendientes, entonces la expresion (5.46a), puede sustituirse por

Wiy = /Q () - 7 [0(F), @(F)] dV = 0 (5.46a)

W = /Q Go(@) - o [6(F), @(F)] dV = 0

Y ain mas, es posible relajar las restricciones que imponen las condiciones de contorno
de la formulacién integral mixta, mediante la introducciéon de una formulacién integral

débil mixta.

5.2.3. Funcionales

Basicamente, un funcional se define como un ensamble de funciones y sus derivadas;
es decir, una funcién de funciones. Asi, un funcional construido mediante un vector de

funciones () y sus derivadas D[u(Z)], puede expresarse como

Il = f(a(@),D[a(z)]); VZ¥e (5.49)
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Primera variacion

Uno de los operadores més importantes dentro del calculo de variaciones, corresponde
a la primera variacién. Y en concreto, la primera variacién para un funcional como el

definido en (5.49), se denota mediante

dim (%) dim D(@)
oIl oIl
ol = —0 — 0D 5.50

La importancia de este operador radica en el hecho, de que a través de él, es posible co-
nocer las condiciones necesarias que permiten alcanzar la estacionaridad de un funcional;

misma que se obtiene, cuando su primera variacion es nula
oIl =0 (5.51)

lo que implica, que se deba satisfacer el siguiente sistema diferencial

1
8_ =0 1 <k < dimu(7) (5.52)
8uk
junto con
M ) 1<k < dimD(@) (5.53)
aD, <k<d U .

Esta concepciéon matematica, es de gran utilidad, debido a que las condiciones de equili-
brio de una gran variedad de fenémenos fisicos, pueden expresarse a través de la estacio-

naridad de un funcional.

Por otro lado, la primera variacion sobre un vector de funciones permite formular una
version de parametros arbitrarios del mismo, la cual puede ser utilizada para obtener una
aproximacion del vector de funciones que satisface exactamente a un sistema matematico.
Respecto a la calidad de la aproximacion, depende exclusivamente de la dimensién del
conjunto de funciones base mediante el cual se construye el vector de funciones. Asi,
la primera variacién para el vector de funciones (Z), el cual representa una solucién

aproximada de un sistema matematico, se expresa como

SU(Z) = 4(7) — @ (3); VFeQ (5.54)
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donde el vector de funciones @*(Z) corresponde a la solucién exacta a la cual se desea
aproximar. Y en dado caso de poseer una definicién explicita para el vector de funciones

u(Z), tal como

-

Bu(@) @ VEeQ  1<k<dima(d) (5.55)

donde el vector de funciones ®; es el conjunto de funciones base del elemento k£ del vector
de funciones @(Z). Entonces la primera variacion de cada elemento del vector de funciones

w(Z), se puede escribir como
Sup(?) = Op(Z) - 6d; VZ€Q; 1<k <dim(?) (5.56)

donde los elementos del vector dd, es un conjunto de parametros arbitrarios.

Funcional asociado a una formulacion integral

En ciertos sistemas matematicos, es posible construir un funcional a través de una
formulacién integral previamente planteada. Para alcanzar este objetivo, es necesario que
el vector de funciones pesadas de la formulacién integral (5.43), se designe como la primera
variacion del vector de funciones solucién, lo que conduce a la siguiente formulacion
integral

W= /Q §E(F) - 7 [@(D)] dV = 0 (5.57a)

sujeta a las condiciones de contorno, las cuales se han desglosado en dos bloques

Cr[d(D)] + gr(7)

0 VZeo: 1<k<lI (5.57b)

Crlu(Z)] + gr(@) =0 V¥ € 0, I<k<n (5.57¢)

Enseguida, mediante una serie de transformaciones sobre la formulacion integral anterior,
las cuales pueden incluir integracién por partes, y con ello la relajacion de algunas con-
diciones contorno; podria ser posible que el operador primera variaciéon sea puesto fuera
de la integral de dominio, de manera tal, que la formulacién integral se pueda describir

CcOo1mo

W =35 /Q F(i(7), D[E(Z)]) dV + 52 /a _ Gu(@(@), D@ dS =0 (5.58)

k=1
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sujeta solamente a las condiciones de contorno
Crli(D)] + (@) =0  VZe€oy; I1<k<n (5.58b)

Esto debido a que la integracion por partes ha hecho posible relajar el bloque de condi-
ciones de contorno (5.57b), a través de su inclusién en las nuevas integrales de contorno
de (5.58a). Asi, es posible discernir al funcional asociado, el cual corresponde a

-1

M= /Q F|(@(7), Dli(z)]) dV + 3 | Gu(@), D) ds (5.59)

Y con ello, exponer la expresion que relaciona a una formulacién integral con su funcional
asociado, la cual esta dada por

W =6l1=0 (5.60)

Esto significa, que el funcional asociado a la formulacién integral (5.57), corresponde a
aquel funcional cuya estacionaridad se alcanza con las mismas condiciones que hacen
posible que se satisfaga la integral de dominio (5.57a) y las condiciones de contorno

(5.57b). A esta declaracién, se le denomina principio de estacionaridad.

5.2.4. Discretizacion

La implementacion de métodos numéricos, es inevitable cuando se desea obtener una
solucién aproximada de un sistema matematico. Sin embargo, debido a la naturaleza de
tales procedimientos numéricos, es requisito imprescindible que el sistema matematico
a resolver, se presente en una forma discreta para su tratamiento. Asi, para el caso de
un sistema matematico descrito sobre un dominio continuo, es necesario someterlo a un
proceso de discretizacion, el cual tiene como objeto, transformarlo a un sistema discreto.
En especifico, el proceso de discretizacién de una formulacién integral, requiere que se

lleven a cabo las siguientes acciones:

1. Aproximar el vector de funciones solucién mediante una representacion paramé-
trica. Estos parametros de aproximacion pueden ser o no, valores nodales; pueden

abarcar el dominio completo o ser restringidos a un subdominio. Asi, para un vector
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de funciones solucién @(Z) que se desee que satisfaga la formulacién integral (5.43),

se puede proponer para cada uno de sus elementos, la siguiente definicién

-

Op(Z) - dy; VA EeQ 1<k <dimd(d) (5.61)

uy ()

donde el vector de funciones 5k(f), conforma un conjunto de funciones base que
respetan las condiciones de admisibilidad de la formulacién integral (5.43); y se

define mediante
Bp(Z) = [Op1 (D) Pra(T) ... Ppp(d)];  n=dima, (5.62)

Y el vector de parametros indeterminados @y, esta constituido por una serie de
parametros los cuales se deben ajustar, de forma tal, que el vector de funciones
solucién u(7) satisfaga adecuadamente a la formulacién integral (5.43); y asimismo,
se expresa por

O = [y Qo oo Qrnl; n = dim @, (5.63)

2. Elegir arbitrariamente un vector de funciones pesadas. Es importante senalar, que
la dimensién del conjunto de funciones base, bajo la cual se construya cada uno
de los elementos del vector de funciones pesadas, debe ser idéntica, al nimero de
parametros indeterminados que posee el correspondiente elemento del vector de
funciones solucién. Asi, cada elemento del vector de funciones pesadas &(Z) puede

denotarse como
we(@) = Te(T) - B VTEeQ; 1<k <dimd(D) (5.64)

donde el vector de funciones w (%) constituye el conjunto de funciones base del

componente k en el vector de funciones pesadas &(); y asimismo, ésta definido por

—

Adicionalmente, se puede expresar, que la elecciéon del conjunto de funciones base
del vector de funciones pesadas, conduce a una amplia variedad de métodos, siendo
los méas populares: el método de colocacion, el método de Gallerkin y el método de

los minimos cuadrados.
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Bajo estas dos consideraciones, la formulacién integral (5.43), se puede replantear a

través del siguiente sistema discreto

. . 1 < < dim ()
[ st vt an av <o (5.60)
Q 1< j < dima,
donde cada una las funciones w; j(Z) conforma el conjunto de funciones bases del vector

de funciones pesadas @J(Z); tal como lo expresa (5.64) y (5.65). Y ademads, el conjunto de

vectores de parametros indeterminados &, esta definido mediante
G =[d) dy ... dyl; n = dim u() (5.67)

El sistema discreto descrito previamente, consiste de un conjunto de ecuaciones algebrai-
cas, cuya solucién corresponde a la determinacion de los vectores de parametros indeter-
minados; mismos, que son necesarios para definir explicitamente al vector de funciones

solucion que satisface aproximadamente a la formulacién integral.

Eleccién de las funciones pesadas

La eleccion del conjunto de funciones base, mediante la cual se construira al vector
funciones pesadas, es de suma importancia. Pues a través de ella, se define especificamente
el procedimiento que se utilizara para la resolucion del sistema diferencial bajo estudio.

Entre los procedimientos mas usuales, destacan los siguientes:

1. Colocacion por puntos. Una descripcion breve de este método, consiste en selec-
cionar un punto de integracién para cada uno de los parametros indeterminados
que conforman al vector de funciones solucién. Asimismo, el conjunto de funciones
base del vector de funciones pesadas, debe estar constituido por un conjunto de
funciones delta de Dirac; de forma tal, que cada una de ellas, esté asociada a un

punto de integracion; ésto es

. S . 1 <1 < dimu(Z)
wi,j(x) =0 (l' - xam‘) ) Vi e Q; (568)
En esta expresion, el punto de integracion Z,, ; se encuentra asociado al pardmetro

indeterminado «; ;. Es importante senalar, que el sentido de la expresién anterior,
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solamente tiene como objeto denotar que el punto de integracién sera utilizado
para cerrar al sistema matematico con respecto a dicho parametro indeterminado,
y no el establecimiento de un vinculo especifico entre ellos. Asi, la formulacion
integral (5.43) resuelta mediante el vector de funciones solucién definido por (5.61),

se transforma al siguiente sistema discreto

. L o 1 < < dim (%)
/ 6 (T — Zay,) 1 [U(Z,&)] dV = 0; (5.69)
Q 1<) <dimg;
Mismo que al integrarlo, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas

I, 1 <@ < dimu(7)
T [U(l’ai’j, Oé)] = 07 (570>
La precision de la solucién depende del ntimero y posicion de los puntos de colo-
cacion. La ubicacion de los puntos juega un papel muy importante en este método,
pues de ello depende la simetria de la solucién. El procedimiento evita la integracion

sobre el dominio, y de manera general, siempre conduce a sistemas de ecuaciones

no simétricas.

2. Colocacién por subdominios. Presenta una gran similitud al método de colocacion
por puntos, a excepcion, de que las integraciones no son puntuales sino sobre subdo-
minios. Bdsicamente, consiste en asociar a cada uno de los parametros indetermina-
dos un subdominio sobre el cual integrar la formulacién integral. De este modo, con
el objetivo de implementar este procedimiento, es necesario que la base de funciones

del vector de funciones pesadas, se defina mediante

@l 0 VEE o 1< < dim () (5.71)
w; ;(T) = R ai; C 44 .
’ 1 VZEeQ,, 1<j<dimd,

donde el subdominio €2,, ; previamente se ha asociado al pardmetro indeterminado
«; ;. Con ello, la formulacién integral (5.43) resuelta mediante el vector de funciones

solucién definido por (5.61), se transforma al sistema discreto

. 1 < < dimu(Z)
/ ri [U(Z, &) dV =0 (5.72)
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Es importante senalar, que durante la seleccion de los subdominios, no es requi-
sito evitar el sobrelapamiento, asi como no es necesario que en conjunto cubran

enteramente al dominio.

3. Método de Gallerkin. Mediante un planteamiento variacional, este método consiste
en definir al vector de funciones pesadas como la primera variacion del vector de
funciones solucion

G(F) = 6i(F)  VieQ (5.73)

por tanto, la formulacién integral (5.43) se replantea como

/Q 5i1(E) - 7 [d(F, )] dV = 0 (5.74)

y puesto que la primera variacion de cada uno de los elementos del vector de fun-
ciones solucion, el cual previamente se ha definido mediante (5.61), corresponde
a

Sup(Z) = ©p(Z) - 6d;  VZ€Q 1<k < dim(d) (5.75)

donde el vector da}, es un vector de variaciones arbitrarias; la formulacion integral

genera el siguiente sistema discreto

,

A 1 <4 < dim (%)
/ By (7 r: [6(F,4)] AV = 0: (5.76)
Q 1< <dimg;
En un sentido préctico, este método consiste en elegir al conjunto de funciones base
del elemento k-ésimo del vector de funciones pesadas, de forma tal, que sea idéntico
al conjunto de funciones base del elemento k-ésimo del vector de funciones solucion.
Por otro lado, aunque la formulacion discreta anterior, es suficiente para evaluar
a los parametros indeterminados, puede utilizarse la integracién por partes, con el
objetivo de relajar las condiciones de admisibilidad del vector de funciones solucién

propuesto; y por supuesto, da la posibilidad de utilizar un conjunto de funciones

base mas simple en su construccion.

4. Método de los minimos cuadrados. Este método, consiste en la minimizacion de la

suma de cuadrados de los residuales del vector de funciones solucion, evaluados en
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cada uno de los puntos que conforman al dominio; con respecto a los parametros
indeterminados asociados. Es decir, en la minimizaciéon de la siguiente expresién

parametrizada

m®zsz@@ﬂww@@nmf (5.77)

misma que se puede obtener a través del principio de estacionaridad, el cual conduce

a la construccion del siguiente sistema discreto
/ﬁﬂﬂﬁ@pﬂﬂﬁ@hwzo (5.78)
Q

y especificamente, para el caso en que la definicion del vector de residuales, so-
lamente incluya operadores diferenciales lineales, y considerando que el k-ésimo
elemento del vector de funciones soluciéon puede expresarse como la combinacién li-
neal de un conjunto de funciones base, denotado por 5k; entonces el sistema discreto
anterior, se reduce simplemente

1 <4 < dim (%)

/L[@i,j(f)] ri [U(Z, &) dV = 0; (5.79)
Q 1< j<dima;

Método de Ritz

El método de Ritz provee una solucién aproximada, idéntica al método de Gallerkin,
debido a que en ambas se obtiene la misma formulacion discretizada. Partiendo de un
funcional, la diferencia solamente estriba en el orden de las etapas del procedimiento de
resolucion. Asi, por el método de Gallerkin, la secuencia de etapas necesarias para obte-
ner una solucién aproximada de un funcional, consiste en primero aplicar las condiciones
de estacionaridad y enseguida obtener una discretizacién. En cambio por el método de

Ritz, esta secuencia de etapas, se aplica de modo inverso.

De esta forma, considérese que un fenémeno fisico, que se puede describir a través
de un funcional, construido sobre un vector de funciones @(Z) y sus derivadas D[u(Z)],
denotado por

IT = f(u(z), D[u(x)]) (5.80)
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Mediante el empleo del método de Ritz, es posible obtener un solucion aproximada del
comportamiento del fenémeno fisico expresado por el funcional anterior. Primero, es
necesario someterlo a un proceso de discretizaciéon, lo cual se puede lograr mediante la
introduccién de un vector de funciones definido como en (5.61); y asi, obtener el siguiente

funcional parametrizado

(&) = f(i(7, &), D[E(, &) (5.81)

donde el conjunto de vectores de parametros indeterminados &, se define como en (5.67)
y (5.63). Enseguida, es necesario aplicar las condiciones de estacionaridad, lo que conduce

al sistema discreto
oll(a 1 <¢<dimu(®
(@) _, (@) (5.82)
Oav; 1<j<dima;

del cual es posible evaluar los parametros indeterminados, mediante los cuales se de-
fine explicitamente el vector de funciones propuesto; y con esto, obtener una solucién

aproximada del comportamiento del fenémeno fisico planteado inicialmente.

5.3. Formulacion Discreta

5.3.1. Discretizacion para un elemento finito

La primer etapa del proceso del FEM, inicia con la forma integral de Gallerkin
W = /Qdﬁ(f) -7 [u(2)] dV =0 (5.83)
donde el residual se define mediante
re[u(Z)] = L [d(Z)] + fu(Z) 1 <k <dima(Z) (5.84)

La integral sobre el dominio completo €2, es reemplazado por la suma de las integrales

sobre los subdominios §2°¢

W = ; wWe = Z;/ ou(z) - 7 [@(Z)] dV = 0 (5.85)
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Posteriormente, en cada una de las formulaciones W€, la funcién aproximada @(Z) es

sustituida por una aproximacién por subdominios
n
) =) @°(%) donde @(7)=i°(F) para T€Q° (5.86)

y cada una de estas aproximaciones por subdominios, corresponde a una aproximacion

nodal descrita por

—

ug (%) = o (Z) - U para I €Q° (5.87)
o en su forma variacional
Suf(Z) = ¢L(T) - 00 para T € QF (5.88)

Asi, la formulacién integral para el subdominio 2¢ expresada mediante el producto punto

vectorial desarrollado

dim (%)
wWe= [ sucz)- 7 ue Z / Suf(Z) i ()] dV (5.89)
Qe e
se transforma a

dim (%)
Z 5T ¢k (Z) @ €(@)] dV (5.90)

incluyendo la definicién del resuiual

dim (%) . .

we= > o [ 6@ L@+ @ a@] v 6oy

k=1 ‘

En muchas ocasiones los operadores diferenciales Ly [t(Z)] pueden romperse o dividirse,
como la suma de varios operadores diferenciales cuya caracteristica principal, corresponde
a que en forma parcial, operan linealmente al menos sobre uno de los componentes del

campo vectorial de funciones (),

dim (%)

Z L [@(Z) : ug(2)] (5.92)

La notacién implementada para el operador diferencial LE:) [U(Z) : us(Z)], indica que actia
al menos linealmente sobre el componente us(Z) del vector de funciones u(Z). Con esto

dim (%) dim @(Z)

Z 5 /Q Z L [@9(Z) : ul(@)] + 6¢(F) fu(@) ] vV (5.93)
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retirando el operador de suma fuera de la integral

dim (%) dim @(Z)

we= 2 ) ou / [GE(@) L (@) (@) + 6L ful@)] av (5.99)

Sustituyendo cada uno de los componentes u,(Z), por una interpolacién nodal como se

definié en (5.87)

dim @(Z) dim @(Z)

Z Z 0 - / [6e@) L [ac(@)  6:(3) - 7]+ G2() fu@)] av (5.95)

lo cual conduce a

dim (%) dim (%)
we=>" 5?7;5-/ (Ge() L@ () : 62E) - T+ 60@) ful@)] av (5.96)
k=1 s=1 ¢

donde el operador diferencial LE:) [We(Z) : ¢£(Z)], es ahora de naturaleza vectorial

L [@%(7) : 681 (7)]
L [@4(7) : ¢8o(7)]
LY [@4(7) 1 65(@)] = | LO[ae(@) : 6,(7)] (5.97)

Y asi, la formulacién integral se puede expresar como

dim (%) dim 4(Z)

k=1 s=1 Qe
dim (%) .
+ Y ouf / (Z) fo(@) AV (5.98)
k=1 Qe
Si se definen al conjunto de matrices m S, mediante
[mi]y = | 0@ L[ () : 68;(3)] dV (5.99)

y al conjunto de vectores g como

= N ¢ri(7) fi(T) AV (5.100)
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se consigue
dim (%) dim (%) dim (%)

we= > > dufomg U+ Z 5TE - G (5.101)
k=1 s=1

Esta ultima expresién corresponde a la formulacién discreta para el subdominio €€, ob-
tenida mediante una formulacion integral tipo Gallerkin, que utiliza una aproximacion
nodal por subdominios. Es muy comin que a las matrices m, se les denomine matrices
de rigidez local, y al conjunto de vectores g, se denoten como vectores de carga local;
debido al origen del FEM, cuya aplicacion inici6 en el diseno de estructuras rigidas. Por
supuesto, en este caso se ha partido de un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales;
sin embargo, si la descripciéon matemaética requiriera de un funcional, entonces le metodo-
logia consistiria en aplicar las técnicas de discretizacion numéricas y de dominio, descritas
previamente; y enseguida utilizar el principio de estacionaridad, lo cual conduciria a la

descripciéon discreta deseada.

No menos importante resulta comentar, que si existe la posibilidad de introducir un
relajamiento a la formulacién integral fuerte mediante integracién por partes, es nece-
sario llevar a cabo tal procedimiento. Debido a la complejidad de la expresién discreta
resultante, este procedimiento generalizado se ha omitido. Empero, se puede manifestar
que el resultado implicaria la inclusion de una integral de contorno, cuya discretizacion
podria tanto adicionarse a las matrices de rigidez como a los vectores de carga, todo
dependiendo de las condiciones de contorno que implique tal procedimiento en reducir.
Sin embargo, en un intento de dar una explicaciéon a tal procedimiento, considérese la
formulacién integral tipo Gallerkin para el elemento finito definido por el subdominio 2 ¢

y el residual definido explicitamente

dim @(3)
we= S / 5uf(E) (Lulit®(D)] + ful@)) dV (5.102)
k=1 ¢

Bajo este punto de partida, el relajamiento mediante integracién por partes conduciria a
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una formulacién integral débil similar a

dim @(Z)
we= 2. /ePk[éuk< 7)) Qulii ()] dV

k=1

dim @(Z)

+ > ug(@) fil@) dv
k=1 V¢
dim @(Z)
* ; /8965%( 7) Ry[i ()] dS  (5.103)

Por supuesto, se ha expresado una integracion por partes de una sola etapa, lo cual es muy
comun dentro de las formulaciones integrales asociadas a planteamientos fisicos. Ahora,
considérese que el operador diferencial Pg[duf ()] es un operador lineal, y asimismo el
operador diferencial Qi °(Z)] puede romperse bajo un esquema similar tal como se hizo
con el operador diferencial Lg[u ¢(Z)]. Introduciendo una aproximacién nodal para cada

uno de los elementos del vector de funciones (%), sin mas preambulo se obtiene

dim 4(Z) dim @(Z) dim @(7)
we = Z Z 0Ug - my, U+ Z 00 - G
k=1 =1
dim (%)
+ D / dug (Z) Rea®(@)] dS  (5.104)
k=1 J09°

con la unica diferencia, que ahora la matriz de rigidez se define mediante

mil, = [ Pulot @) Q@ - o5, @) av (5.109

Para la integral de superficie pueden acontecer dos situaciones, después de introducir las
condiciones de contorno (si es posible), los operadores diferenciales Ry[u ¢(Z)] puedan

tomar una forma independiente del vector de funciones (%)
Ry[u“(Z)] = pi(@) (5.106)

Bajo esta situacién, la expresion (5.104) se modifica a

dim (%) dim 4(Z) dim (%) .
Z Z 0TS - TS+ Y 6T - (G + b (5.107)
5= k=1
donde el conjunto de vectores h,f se define como
e = [ on@ @ av (5.108)

one
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O bien, ni introduciendo condiciones de contorno pueda eliminarse la dependencia del
vector de funciones u(Z). Con lo cual se recurre a la ruptura del operador diferencial
Ry [u¢(Z)] bajo una descripcién similar al operador diferencial Lg[w¢(Z)]. Con esto se

tiene que la expresién (5.104) se modifica a

dim (%) dim @(Z) dim (%)
We= 3 > 80 -[mgt+hg] O+ Y 66 -G (5.109)
k=1 =1 k=1

donde el conjunto de matrices b, se definen mediante la expresién

(hel, = | of@) RY[E°() : 6,(2)] dS (5.110)

one

5.3.2. Ensamble

La segunda etapa de proceso del FEM corresponde al proceso de ensamble, que bési-
camente consiste en realizar la suma de todas las formulaciones discretas obtenidas para

cada subdominio. Esto es

n n dim 4(Z) dim @(Z) n dim4(Z)
W=> we=>" Y > im0+ 0T - g = (5.111)
e=1 e=1 k=1 s=1 e=1 k=1

Sin embargo, surge un pequeno inconveniente debido a que en la descripcién obtenida
para cada formulacion W€, las variables nodales ¢ = {vf; vf, ... wv§f,,}, presen-
tan un etiquetado local definido sobre el subdominio donde se requiere. Esto ocasiona

ambigiiedad en la forma de definir a cada una de las variables nodales.

Témese como ejemplo la malla ilustrada mediante la figura 5.9, donde por cada nodo
existe una variable nodal o grado de libertad. La variable nodal referenciada mediante v,
localizada dentro del subdominio 7, también se denomina como v.% y v;%, dentro del
subdominio Q' y Q'3 respectivamente. Una forma de simplificar esta problema, consiste
en identificar univocamente a cada una de estas variables nodales etiquetadas localmente
con una variable nodal etiquetada globalmente. En este caso muy particular, el esquema

muestra la propuesta de identificar a esta variable nodal mediante v§.
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Figura 5.9: Etiquetado global (izquierda); y etiquetado local (derecha).

Considérese que el vector 779 esta conformado por todas la variables nodales (etiqueta-
das globalmente). Una manera concisa de transformar un etiquetado local a un etiquetado
global puede darse mediante una transformacién vectorial. Por tanto, para el caso de los

subdominios Q7, 21 v Q13 las matrices de transformacién requeridas son la siguientes:

000O0O0OO0OO0OO0OOO0OO0OT 01
T,: =10000O0O0OO0OO0O1O0O0O0O (5.112a)
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0O®O

T)°=100000000000T10 (5.112b)

T2=10000000010000 (5.112¢)
000000000T000

puesto que permiten satisfacer la relacién generalizada
v =TS0 (5.113)

Si la matriz ¢ se considera la forma transpuesta de la matriz T,?, entonces la relacion a
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satisfacer se expresa en la forma alternativa
vy =07 -t7 (5.114)

Bajo esta premisa, el proceso de ensamble se define mediante

n dim4(Z) dim 4(Z)

e= e= =1 s=

)
+Y 0D GE g gGe=0 (5.115)

e=1 k=1
Definiendo a la matriz global de rigidez My y al vector global de carga G como las

siguientes sumas

n dim4(Z) dim () n

dim @(%)
M = Zl Z Z te-me -Tr° G=>" ; te-ge (5.116)

=1

1

La expresion discretizada deseada corresponde a
W =609 -M-59+659-G=0 (5.117)
o en su forma simplificada
W =679 . [M-ﬁué} ~0 (5.118)

Puesto que los elementos del conjunto de vectores 609, son variaciones arbitrarias, la

unica forma de satisfacer la expresién anterior, es que se cumpla
M -59+G=0 (5.119)

Esta expresion corresponde a un conjunto de ecuaciones algebraicas, cuya solucién es el
conjunto de vectores v9, conformados por las variables nodales que satisfacen a la apro-

ximacién por elemento finito.

Aunque se partié de una formulacién integral fuerte para exponer el proceso de en-
samble dentro del FEM, un procedimiento similar también debe ser aplicado en el caso
de partir de una formulacién integral débil. Esta eleccién no discrepa en la forma del

sistema de ecuaciones algebraicas resultantes.
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5.4. Técnicas Computacionales

5.4.1. Almacenamiento

Organizacion de las matrices globales de rigidez

El primer reto que surge para el FEM, al igual que en otras técnicas numéricas,

corresponde al almacenamiento de datos que conforman a la matriz global de rigidez M,
M -79+G=0 (5.120)

Dentro del FEM es muy comun que la matriz M sea muy dispersa; es decir, que la
mayoria de sus entradas sean cero. La admisién de esta clase de matrices dentro de un
coddigo computacional, implica un alto consumo de memoria de almacenamiento, asi como
un excesivo computo de calculos no requeridos. Una solucion ante esta problematica, con-
siste en la busqueda de un etiquetado global de nodos, que permita organizar los datos

distintos de cero alrededor de la diagonal principal; esto es, obtener una matriz banda.

+—— n—columnas —— <«——— n—columnas ———
)
e

B . .':;'.
0 n -
= =
T T
S S

.
matriz dispersa matriz banda

Figura 5.10: Esquema de una matriz dispersa y una matriz banda.
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Matriz banda

La utilizacion de una matriz banda, ofrece diversas ventajas, debido a que computacio-

nalmente solo es necesario almacenar la diagonal principal y las diagonales secundarias

adyacentes que presentan datos distintos de cero. Con esto los requerimientos de memo-

ria de datos, disminuyen notablemente, y consecuentemente el nimero de ejecucion de

calculos se aminora también. Con el propdsito de ejemplificar lo expresado anteriormente,

considérese la siguiente matriz banda:

diyy dy2 dis
dyy doo dog
ds1 ds2 ds3
dyz dys
ds3

o o o o o

0
0
0
0

d/

I
IS
S
&

d24
d34
d44
d54
d64

dll

d46

d12
d23
d34
d45
d56
d67
d78
d89
0

0

(5.121)

(5.122)

Bajo este esquema, definitivamente la matriz d solo tendrd una existencia virtual den-

tro de las técnicas computacionales, puesto que los codigos de programacion no tendran
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que lidiar con ella. Sin embargo, debe implementarse un conjunto de reglas de transfor-
macion, las cuales permitan conectar ambas representaciones matriciales. Debido a que
las técnicas numeéricas del FEM estan basadas sobre una representacién matricial como

la expresada para la matriz d.

Primero, es necesario definir el ancho de la semibanda (Wsp). Esta corresponde a la
distancia maxima que existe entre un elemento de la diagonal y un elemento distinto de

cero ubicado sobre la misma fila. Considerando que la matriz M es dimensién n x n,

entonces
Wsp(M) = max[Wy,(M)] con 1<k<n (5.123a)
donde
. 1<i<n
W;(M) = max[9(M, i, j)] (5.123b)
I1<j<n
Yy
.. 0 si Mij =0
WM, i, j) = (5.123¢)

Definido el ancho de la semibanda de la matriz M, la conexién que existe con la

matriz M’ esta dada por la relacién
L=DM; con k= (j—1i)+ Wsg(M) (5.124)

siempre y cuando se satisfaga la restriccion 1 < k < 2[Wgp(M)] + 1. Por supuesto, los

elementos de la matriz M’ que no se contemplan en esta relacién, se consideran nulos.

En el FEM no se requiere que el proceso de ensamble este concluido, para iniciar el
proceso de evaluacion del ancho de la semibanda. Solo se necesita conocer la naturaleza
de la conexién que existe entre la numeracién local y la numeraciéon global de las variables
nodales, para poder determinar el ancho de la semibanda de la matriz M. Y asi dimen-
sionar a la matriz M’, misma que servird como la entidad que represente a los datos

almacenados de la matriz global de rigidez M.
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Optimizacion de la conectividad elemental

La numeracién global designada a cada uno de los nodos, que conforman los elemen-
tos de la malla del dominio, es de suma importancia. Debido, a que de ella depende
la dispersion de la matriz global del sistema; y por tanto, el ancho de la semibanda de
la matriz. Puesto que la dispersion de la matriz global del sistema, estd asociada a la
dispersién de la conectividad elemental. La biisqueda de una numeracién global, que per-
mita disminuir la dispersion de la conectividad elemental, se traduce en busqueda de una
numeracién global que permita disminuir la dispersién global del sistema; sin embargo,

esto es impractico desde la perspectiva de una implementacién computacional.

Atn asi, existe una manera de obtener una numeracién global 6ptima, la cual consiste
en describir la malla del dominio, a través de un grafo. Si el grafo asociado a la malla
del dominio es G(V, E), el cudl es de dimensién n; y la funcién de enumeracion global
es f:V —{1,2,3,...,n}. Entonces una formulacién equivalente a la bisqueda de una
numeracién global éptima, corresponde a disminuir la dispersién de las adyacencias de
cada nodo; esto es, disminuir el ancho de banda B(G) del grafo asociado con la funcién
f(u). Puesto que el ancho de banda, se define como

B(G) = max  [f(u) = f(v) (5.125)

asf la solucién del problema, es encontrar una funcién f*(u) de forma tal que garantice
que el ancho de banda B*(G), sea el minimo de todos los posibles generados por las

distintas funciones de enumeracion
fH(w) ={f(uv)| B*(G) = min B(G)} (5.126)

Para resolver este problema existen una serie de algoritmos, entre los cuales destacan
el algoritmo de Cuthill-McKee (Cuthill y McKee, 1969) y el de Gibbs-Poole-Stockmeyer
(Gibbs y col., 1976). Aunque éste ultimo, ha probado ser mas eficiente, ocho veces més
rapido (Lim y col., 2004), que el anterior. Este algoritmo, se basa sobre la estructura

de nivel del grafo. Una descripcion informal es como sigue. Se elige un nodo raiz, que
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presente el menor nimero de grados de libertad, para generar un arbol del grafo. Ense-
guida, en los nodos pseudoperiféricos' del arbol generado, se elige aquel nodo que tenga
el menor grado de libertad, y se construye sobre él, un nuevo arbol del grafo, se compara
el nimero de niveles con el arbol anterior, y si contiene un ntmero igual o menor se
enumera al nodo como el primer nodo en la lista de permutaciones, la cual contendra la
nueva numeraciéon nodal del grafo. Para los siguientes nodos de la lista de permutaciones,

se procede igual, y se va enumerando conforme se va iterando el algoritmo.

A través del algoritmo de Gibbs-Poole-Stockmeyer, es posible optimizar la conectivi-
dad elemental de la malla, y asegurar la construccién de una matriz global del sistema,
que presente el menor ancho de semibanda. Y asi, manejar la matriz global del sistema
como una matriz banda, lo cudl eficientizara los procesos computacionales con respecto

a tiempo y uso de memoria.

Método frontal

Este método trata de evitar el ensamble de las matrices globales de rigidez. Consiste
béasicamente en ensamblar la menor cantidad de elementos y eliminar las variables al
mismo tiempo, formando matrices de menor tamafo. Esto es, inmediatamente después
de que los coeficientes de una ecuacion se ensamblan a partir de la contribuciéon de todos
los elementos relevantes, o que inciden sobre este coeficiente, la variable de este puede
eliminarse. Como resultado, la matriz completa de toda la estructura jamés se forma. A
diferencia del método que emplea matrices banda, la adecuada enumeracion de los ele-
mento es de gran importancia, no asi la enumeracién global de los nodos ya que estos son
tratados por su numeracién local. Como primer medida, esta caracteristica del método
frontal, lo hace mas versatil ya que como la cantidad de elementos siempre es menor
que la cantidad de nodos, independientemente de la forma de la estructura, siempre se

tendra mayor facilidad para enumerar los elementos que los nodos.

1Se le denomina nodo pseudoperiférico, aquel nodo cuya excentricidad sea lo mds aproximada al

diametro del grafo.
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Sin embargo, presenta el inconveniente de no permitir una estructura modular de los
procesos que se involucran en el FEM, puesto que entremezcla al proceso de ensamble y

solucion de variables; restandole claridad al codigo computacional por implementar.

5.4.2. Introduccion de condiciones fronteras

Cuando alguna condicion frontera, no se elimina dentro del proceso de relajacién de las
condiciones de contorno que involucra una formulacién débil. Es necesario implementar
un proceso que permita incluirlas. Lo mas sutil, corresponde a integrarlas como una

formulacién integral. Considérese, la condicién frontera
Crlt(Z)] + gr(@) =0  VZ e o (5.127)

Suponiendo que la formulacion integral fuerte o débil, esta representada por W, ésta se
debe sustituir por otra W*, la cual exprese
W*=W +/ [Cr[d(Z)] + gr(2)] dS =0 (5.128)
o
Luego la integral de contorno, debe someterse a un proceso de discretizacién numérica y

de dominio, con el proposito de incorporarla al sistema de ecuaciones algebraicas.

Sin embargo, cuando la condiciéon frontera corresponde a simplemente una prees-

cripcion de caracter

uk(f) = gk(f) V¥ e an (5129)

no existe necesidad de someterla a un proceso de integracion en la formulacion varia-
cional. Debido a que directamente es posible incluirla dentro del sistema de ecuaciones
algebraicas. Solo basta con evaluarla en los nodos de la malla, que estan definidos dentro
de la region de contorno 02, y asignar los resultados a las variables nodales correspon-

dientes.

Las condiciones de fronteras en su forma discretizada pueden ser introducidos al sis-

tema algebraico por varios métodos:
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Utilizando un nimero grande

La matriz M es ensamblada sin importar que condiciones fronteras deben satisfacerse,
y enseguida, cada valor especificado 97 de la variable desconocida v; debe ser introducido

como sigue:

e El término My, es reemplazado por My, + a donde a es un nimero bastante
grande con respecto a todos los otros términos de la misma fila, My;. Al cum-
plirse My, + o = «, la correspondiente variable desconocida zj dentro de la misma
fila necesariamente se vuelve despreciable con respecto a todos los valores de las

otras variables desconocidas.

e A todos los términos del vector G le es sustraido el valor M0}, con esto el vector
G se transforma a G* donde G} = G; — M;;,0;. Esta accién puede mostrarse como

sigue, para la fila ¢ se tiene

antes: M) + Mppvs + -+« + My 0% + - - - + Mv? = G; (5.130)
después: Milvi] —+ vag + -+ Mzkxi + 4 vag = Gz — Mzkﬁg
Puesto que M,z es despreciable con respecto a los otros términos, la ecuacién mo-

dificada puede ser idéntica a la ecuacién no modificada, con una apropiada eleccién

de «. Para la ecuacién k

antes: M v + Myov§ + -+ - + M0 + - -+ + My,v? = Ry,

después: My v{ + Myov§ + -+ - + ax] + - - + My v9 = — My 0y (5.13)
Sustrayendo la ecuacién modificada de la ecuacién no modificada

M0 — ozl = Ry + M0y (5.132)

se tiene Ry, = —auxf, donde Ry es la reaccién correspondiente al valor especificado.

Este método es muy simple de codificar y dar después de la solucién, todas las
variables desconocidas y las reacciones sin pérdida de precisién. La matriz de los

coeficientes conserva la simetria puesto que sélo la diagonal es modificada.
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Limpiando filas y columnas

En este método el vector de carga G es modificado como en el caso previo para todos
los valores especificados 07 de las variables desconocidas vy, excepto para Gy el cual es
reemplazado por 0. Ademds, la columna k y la fila k son limpiadas (sus términos se
consideran nulos); a excepcién del término My, que es reemplazado por 1. Esto, elimina

la ecuacién k del sistema sin cambiar el tamano y la simetria de la matriz M.

Suprimiendo las ecuaciones con los valores conocidos

Este método requiere de una completa reestructuracion de la matriz M. El vector
de carga es modificado como en los dos casos previos, pero la fila k£ y la columna k
son eliminadas completamente, reduciendo el tamano de la matriz M. Para evitar esta
costosa manipulacion de la matriz, el proceso de ensamble es modificado para prevenir

la construccidon de tales ecuaciones innecesarias.

5.4.3. Integracion numérica

La integracién numérica es una operacion frecuente en las técnicas computacionales.
Obtener la primitiva de una funcién puede ser complicado, incluso imposible. De hecho
muchas funciones se definen a partir de integrales que no pueden calcularse de manera
exacta, como pueden ser la funcién de error, las funciones logaritmo y seno integral o la
funcién gamma de Euler, por citar algunos ejemplos. Por otro lado, cuando tnicamente
se conoce el valor de la funcién en un conjunto de puntos (zi, fi), como ocurre con los
resultados de un experimento o de simulaciones numéricas, sus integrales solo se pueden
obtener numéricamente, lo cual motiva atin mas la necesidad de poder obtener derivadas

e integrales a partir de conjuntos discretos de datos.

Aunque el término integracién numérica cubre varios aspectos distintos en el campo
del calculo numérico, como la evaluacién de integrales o la solucién de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, aqui solo se empleard para referirse a la evaluacién numérica de

integrales definidas, también conocido como cuadratura numérica. Este término de cua-
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dratura hace remembranza a la técnica mas elemental para hallar el area debajo de una
funcion: dibujar la misma en papel cuadriculado y contar el niimero de cuadrados bajo la
curva. Los algoritmos de cuadratura modernos son mucho mas avanzados, modificando

adaptivamente el paso de integraciéon durante la evaluacién de la integral.

Las técnicas de integracion numérica dentro del FEM son de suma importancia, debido
a la propia naturaleza del método, que se cimienta sobre formulaciones integrales. De
hecho, los elementos que conforman las matrices locales de rigidez o los vectores locales

de carga, corresponde a integrales sobre dominio

[ Puler@) Q@) s o2, (@) dv (5133)
o integrales sobre contorno
6 () RY[1°(F) « ¢¢,(2)] dS (5.134)

o0e
que requieren ser evaluadas. Por tanto, es un requisito indispensable la utilizacion de

integracién numérica dentro del FEM.

Integracion numérica unidimensional

Meétodo de Gauss. En este método, un conjunto de pesos wy y puntos de integracion
xr donde 1 < k < n, se eligen de forma tal que integren exactamente polinomios de grado

m < 2n — 1. Considérese la siguiente férmula

[ rwydr =Y wf) (5.135)

el conjunto de coeficientes pesos w; y coordenadas xj, son determinados mediante la

integracion exacta del siguiente polinomio de grado 2n — 1

2n
Fr)y =" ar*! (5.136)
i=1
sustituyendo este polinomio (5.136) en el miembro izquierdo de la expresién (5.135)
b 2n s
de =% —r” 5.137
fryde =30 5o, (5.137)
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y ahora sustituyendo el polinomio (5.136) en el lado derecho de la expresién (5.135)

n n 2n 2n n
Zwkf(xk) = Zwk Zaixii_l = Zai Zwkxii_l (5.138)
k=1 k=1 =1 k=1

=1

con esto

2n n 2n
ZO"' Zwkxii_l = Z g—;rm Z (5.139)
=1 k=1 i=1

Puesto que los coeficientes «; son arbitrarios, la relacion anterior se satisface cuando se

cumple
b

1<i<2n (5.140)

& 1
§ :wkxiz—l — _.7,21
21
k=1 a
Asi, los coeficientes wy, y x; son determinados a través de la resolucién del anterior sis-
tema de ecuaciones algebraicas. Y puedan ser utilizados en la formulacién (5.135), para

evaluar una integral unidimensional, en forma numérica.

M¢étodo de Newton-Cotes. En este método, los puntos de integracién son especificados
a priori, asi solamente los coeficientes pesos w;, quedan por determinar; de forma tal que

la formulacion

b n
/ Fr)ydr =" wif(wy) (5.141)

integra exactamente un polinomio de grado n — 1. En el método de Newton-Cotes, los
puntos zj son espaciados regularmente

k—1
n—1

xp = (b—a) +a 1<k<n (5.142)

Para calcular los coeficientes wy,, éste método utiliza un polinomio de Lagrange de grado
n—1 que toma los valores en todos los puntos de integracién xj. Las formulas de Lagrange

estdn definidas como

n

Fr)y=> Ni(r)f(z) donde Ny= []

k=1 i=1;i#k

T; —T

5.143
p— (5.143)

sustituyendo en la formulacion (5.141)

n b n
Z/ Ni(r)dr f(zg) = Zwkf(xk) (5.144)
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Es facil identificar que los coeficientes pesos, corresponde a
b
wy = / Ni(r) dr 1<k<n (5.145)

Para un mismo nimero de puntos de integracion, la formulas de Newton-Cotes no se
ejecutan tan bien como el método de Gauss para funciones polinomiales. Sin embargo, la
formula permite que los puntos de integracion coincidan con los puntos de interpolacién.
La integracién de expresiones que contienen funciones de interpolaciéon son por tanto
maés simplificadas, puesto que las funciones Ni(r) son nulas en todos los otros nodos de

interpolacion.

Integracion numérica bidimensional

Método bidireccional. En este método, una férmula unidimensional es seleccionada

tanto para la coordenada r como para la coordenada s, dentro del plano de integracion.

b fby e s
/ / f(r,s)drds = Z Z wyWs ; f (25, ;) (5.146)

i=1 j=1
Si se tiene n, puntos de integracién en la direccion r y ng puntos de integracién en la
direccion s, el método de Gauss integra el producto de un polinomio grado 2n, — 1 en
r, por un polinomio de grado 2n, — 1 en s, exactamente. El método utiliza n = n, - n,

puntos de integracion; es decir, integra todos los monomios expresados mediante

o 0<:<2n, —1
r*s’  donde (5.147)

Los coeficientes pesos w,; y ws j, son determinados, por alguno de los métodos estableci-

dos para las formulaciones unidimensionales: Gauss 6 Newton-Cotes.

M¢étodo directo. E1 método de Gauss puede también ser extendido directamente a dos

dimensiones:

bs by n
[ s ards = wnf o) (5.148)
as Jar k=1

De manera particular, es posible construir formulas muy similares a las formulas de Gauss

que integran exactamente todos los monomio de orden m, los cuales estan conformados
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por el siguiente conjunto de monomios

i

r's’ donde i+j<m (5.149)

Tales métodos son mas efectivos que los métodos bidireccionales. Sin embargo, para
elementos cuadrilaterales, las formulas bidireccionales son mas adecuadas que los métodos
directos; en contraste, para elementos triangulares los métodos directos son mas viables

que los métodos directos.

Integracion numérica tridimensional

Meétodo tridireccional. En este método, una férmula unidimensional es seleccionada
para cada una de las coordenadas de integracion: r, s y t; dentro del volumen de inte-

gracion.

Ny  Ns ng

b pbs by
/ / / f(r,s,t)drdsdt = ZZZwr,iw&jwukf(xi,yj, 2k) (5.150)

i=1 j=1 k=1
Considerando que se tienen n,., ng y n;, puntos de integracién en las coordenadas 7, s y
t, respectivamente. Este método integra el producto de un polinomio grado 2n, — 1 en
r, por un polinomio de grado 2ns — 1 en s, y por un polinomio de grado 2n; — 1 en ¢,
exactamente. El método utiliza n = n, - n, - n; puntos de integracion; es decir, integra

todos los monomios expresados mediante
0<1<2n, -1
ris’th donde 0 < j<2n,—1 (5.151)
0<k<2n—1
Los coeficientes pesos w;;, ws ; ¥ Wy, son determinados, por alguno de los métodos esta-

blecidos para las formulaciones unidimensionales: Gauss 6 Newton-Cotes. Esta clase de

integracién numérica es muy adecuada para elementos de forma paralelopipeda.

M¢étodo directo. El método de Gauss también puede ser extendido directamente a tres

dimensiones, similar a como hizo en el caso una integracion numérica bidimensional:

be pbs b n
/ / Flrs,t)drdsdt =Y wif(ze, yi, 2) (5.152)
at as ar k—1
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Asi, es posible construir férmulas muy similares a las formulas de Gauss que integran
exactamente todos los monomios de orden m, los cuales estan conformados por el siguiente
conjunto de monomios

risith donde i+j+k<m (5.153)

Este tipo de formulacion, es muy adecuada para elementos tetraédricos.

Calidad de la aproximacion

En general, para geometrias curvas, las funciones a ser integradas no pueden ser expre-
sadas como en polinomios simples. En tales casos, las férmulas de integracién numérica
daran valores aproximados para las integrales a ser evaluadas. En mecénica de sélidos se
ha observado que los errores de integraciéon numérica generalmente compensan los erro-
res de discretizacion en el resultado global. Para elementos rectangulares y triangulares
simples, con lados rectos, es sin embargo generalmente posible obtener resultados exac-
tos para la integracion numérica puesto que el proceso de elementos finitos normalmente

reduce las funciones a ser integradas, a simples polinomios.

5.4.4. Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales

Al igual que en cualquier método numérico utilizado para resolver un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales con valores en la frontera, el FEM requiere resolver
un sistema de ecuaciones algebraicas, cuyas incégnitas corresponden a las variables que

se desean determinar en un conjunto de puntos previamente definidos dentro del dominio.

Considérese, que el sistema de ecuaciones algebraicas pueden ser representada por
A-Z=0 (5.154)

donde los componentes de la matriz A y el vector 5, estan definidos. Y los elementos del

vector T es el conjunto de incognitas a determinar.

La eleccion del método especifico para resolver el sistema de ecuaciones depende de

las propiedades particulares de la matriz A. Los métodos de resolucion del sistema al-
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gebraico de ecuaciones se clasifican en dos grandes grupos: los métodos directos y los

métodos iterativos.

En los métodos directos la soluciéon & se obtiene en un nimero fijo de pasos y sélo
estan sujetos a los errores de redondeo. En los métodos iterativos, se realizan iteraciones
para aproximarse a la solucién & aprovechando las caracteristicas propias de la matriz

A, tratando de usar un menor ntimero de pasos que en un método directo.

Los métodos iterativos rara vez se usan para resolver sistemas lineales de dimensién
pequena (el concepto de dimensién pequena es muy relativo), ya que el tiempo necesario
para conseguir una exactitud satisfactoria rebasa el que requieren los métodos directos.
Sin embargo, en el caso de sistemas grandes con un alto porcentaje de elementos cero,
son eficientes tanto en el almacenamiento en la computadora como en el tiempo que se in-
vierte en su solucién. Por ésta razén al resolver estos sistemas algebraicos de ecuaciones es
preferible aplicar los métodos iterativos tales como: Jacobi, Gauss-Seidel, sobre-relajacién

sucesiva (SOR), etc.

Cabe hacer mencién de que la mayoria del tiempo de computo necesario para resolver
el problema de ecuaciones diferenciales parciales, es consumido en la solucion del sistema
algebraico de ecuaciones asociado a la discretizacion, por ello es determinante elegir aquel

método numérico que minimice el tiempo invertido en este proceso.

Métodos directos

Los métodos directos de resolucion de sistemas lineales de ecuaciones son aquellos
que permiten obtener la solucién después de un numero finito de operaciones aritméti-
cas. Este nimero de operaciones es, obviamente, funcion del tamano de la matriz. Si los
ordenadores pudieran almacenar y operar con todas las cifras de los nimeros reales, es
decir, si emplearan una aritmética exacta, con los métodos directos se obtendria la so-
lucion exacta del sistema en un ntimero finito de pasos. Puesto que los ordenadores tienen

una precision finita, los errores de redondeo se propagan y la solucion numérica obtenida
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siempre difiere de la soluciéon exacta. La cota del error, para una matriz y término in-
dependiente dados, se asocia por lo general al nimero de operaciones de cada método.
Se pretende, por lo tanto, obtener métodos con el minimo nimero de operaciones po-
sible. Otra particularidad de los métodos directos es que siempre conducen, después de
ciertas operaciones, a la resolucién de uno o varios sistemas con solucion inmediata. Es
decir, sistemas donde la matriz es diagonal o triangular. Los métodos para sistemas de
resolucién inmediata son, de hecho, métodos directos. Una clasificacién habitual de estos
procedimientos de resolucién es aquella que considera que los mismos pertenecen a una

de las dos categorias siguientes: métodos de eliminacion y métodos de descomposicion.

Eliminacion Gaussiana. Tal vez es el método mas utilizado para encontrar la solucién
usando métodos directos. Este algoritmo sin embargo no es eficiente, ya que en general,
un sistema de N ecuaciones requiere para su almacenaje en memoria de N2 entradas para
la matriz A, pero cerca de 3 N* + O(N?) multiplicaciones y 5 N* + O(N?) adiciones para

encontrar la solucién, siendo muy costoso computacionalmente.

Este método se aplica para resolver sistemas lineales de la forma
A-Z=bh (5.155)

El método de eliminacién Gaussiana(simple), consiste en escalonar la matriz aumentada

del sistema, para obtener un sistema equivalente

iy Aair2 -+ Ainp xy by
0 a a’ z b
2,2 2,n 2 2

= (5.156)
/ /
0 0 - a, Tn, b,

donde la notacién primada se usa simplemente para denotar que el elemento posiblemente
cambié durante el proceso de eliminacién. Enseguida, se despejan las incognitas comen-
zando con la tltima ecuacién y hacia arriba. Por esta razén, muchas veces se dice que el

método de eliminacion Gaussiana consiste en la eliminacién hacia adelante y sustitucion
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hacia atras.

Durante el proceso de eliminacion es posible aplicar la técnica de pivoteo, la cual
consiste en un intercambio de las filas del sistema de ecuaciones, ésto con el propdsito de

minimizar los errores por redondeo.

M¢étodo de descomposicion. Bésicamente, este método consiste en descomponer a la
matriz A como el producto de una matriz triangular inferior L y una matriz triangular

superior U

A=L-U (5.157)

Con esto, el sistema de ecuaciones

A-F=b (5.158)

se transforma a dos sistemas de ecuaciones mas simples

L-j=b (5.159a)
U-7=7 (5.159D)

los cuales son resueltos con suma facilidad, debido a la naturaleza propia de las ma-
trices triangulares. De hecho, el procedimiento consiste en resolver (5.159a) mediante
sustitucién hacia adelante, y posteriormente resolver (5.159b) mediante sustitucién hacia

atras.

Esta clase de descomposicién se clasifica tipicamente en tres tipos: descomposicién Do-
little, L;; = 1; descomposicién Crout, U;; = 1; descomposiciéon Cholesky, U = Lt. Es evi-
dente que la descomposicién Cholesky involucra inevitablemente a una matriz simétrica

A.

Con respecto al proceso de descomposicion de la matriz A, este se puede aplicar con
pivoteo o sin pivoteo. Aunque al aplicar la técnica de pivoteo se permite minimizar los

errores de redondeo, esto trae como consecuencia, que el orden original de las ecuaciones
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sea alterado. Por tanto, es necesario registrar esta secuencia de cambios en el orden de
las ecuaciones, a través de un vector de permutaciones; y asi emplear tal informacién, al
aplicar la sustitucién hacia adelante y hacia atras. Es comun que los algoritmos compu-
tacionales factoricen a la matriz de coeficientes en el mismo bloque de memoria, con el
propésito de minimizar el uso de memoria, lo que conduce a que los datos de la matriz

de coeficientes se pierdan.

También es posible refinar la solucién obtenida por un método de descomposicion, a
través de un método iterativo, y asi homogenizar los errores de redondeo. Sin embargo,
este refinamiento requiere tanto de la matriz de coeficientes original, como de la matriz
factorizada. Por tanto, en esta decisiéon se manifiesta el dilema de emplear un mayor
bloque de memoria (almacenar la matriz original y la matriz factorizada), o un mayor

tiempo de ejecuciéon (multiplicar a la matriz factorizada).

Métodos iterativos estacionarios

Esta denominacion se aplica a los primeros métodos iterativos que empezaron a ser
utilizados para la resolucion de grandes sistemas de ecuaciones lineales. Se basan en la
relajacién de coordenadas, empezando con una solucién aproximada y modificando los
componentes de la aproximacién hasta que se alcanza la convergencia. Estos métodos

pueden expresarse como:

-

o = . 72+ 14 (5.160)

donde ni la matriz C ni el vector d depende del nuimero de iteraciones efectuadas. De

ahi la razon para denominar a estos métodos, métodos estacionarios.

Método Gauss-Jacobi. Este método es facilmente derivable si se examina cada una de

las ecuaciones del sistema lineal de manera aislada. Si la i—ésima ecuacion
n
j=1

se resuelve para la incognita x;, asumiendo que las otras incégnitas estan definidas; se
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obtiene

1
1= |b Z Aij; (5.162)

J#l
Esto sugiere un método iterativo definido por

1
® - ZAZJ:C““ b (5.163)

J?ﬁz

X

el cual corresponde al método Gauss-Jacobi. Claramente se observa que el orden en el
cual las ecuaciones son examinadas es completamente irrelevante, puesto que el método
Gauss-Jacobi trata con ellas independientemente. Por esta razon, el método de Gauss-
Jacobi es conocido también como el método de los desplazamientos simultdneos, puesto

que las actualizaciones, podrian en principio, ser realizadas simultaneamente.

Matricialmente, el método Gauss-Jacobi puede ser expresado mediante
i =D (L+U)-#* Y4+ D1} (5.164)

donde las matrices D, —L y —U, representan: la diagonal, la matriz triangular inferior,

y la matriz triangular superior, de la matriz A, respectivamente.

M¢étodo Gauss-Seidel. Considerando otra vez al sistema de ecuaciones lineales expre-

sado como

> Ayzy=b 1<i<n (5.165)

Y procediendo como en el método Gauss-Jacobi, pero ahora se asume que las ecuaciones
son examinadas una a la vez secuencialmente, y asi los resultados computados previa-
mente son utilizados tan pronto como ellos estan disponibles, se obtiene el método de

Gauss-Seidel

1 _ 1 n
2P = ymll iy Ayl =3 Aya(Y 1 (5.166)

j<i J>i n

I/\
I/\

I/\
I/\

El método Gauss-Seidel, presenta dos notables caracteristicas. Primero, los cémputos

son seriales, puesto que cada componente de la nueva iteracién depende de todos los
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componentes previamente computados, asi las actualizaciones no puede ser aplicadas si-
multaneamente como en el método Gauss-Jacobi. Segundo, la nueva iteracién depende
del orden en que las ecuaciones son examinadas. El método Gauss-Seidel, es denomi-
nado como el método de los desplazamientos sucesivos, con el propodsito de indicar la
dependencia de las iteraciones con respecto al orden de las ecuaciones. Si el orden de las

ecuaciones es alterado, los componentes de la nueva iteracién también deben ser alterados.

Matricialmente, el método Gauss-Seidel puede ser expresado mediante
P =(D-L) (U - 725V 4 b) (5.167)

donde las matrices D, —L y —U, representan: la diagonal, la matriz triangular inferior,

y la matriz triangular superior, de la matriz A, respectivamente.

Método de Sobre-relajacion Sucesiva (SOR). Este método fue ideado mediante la
aplicaciéon de una extrapolacion al método Gauss-Seidel. Esta extrapolacion toma la
forma de un promedio ponderado entre la iteracion previa, y la iteracién computada por

el método Gauss-Seidel sucesivamente para cada componente.
a® = w9 L (1 — W)Y (5.168)

donde :L"Z(-k’GS) denota la iteracion Gauss-Seidel, y w al factor de extrapolacién. La idea,
es elegir un valor de w, el cual acelere la velocidad de convergencia de las iteraciones a la

solucién.

Matricialmente, el método SOR puede ser expresado mediante
" = (D —wL)™ - (WU + (1 —w)D) - %D 4+ w(D—-wL)™ b (5.169)

donde las matrices D, —L y —U, representan: la diagonal, la matriz triangular inferior,

y la matriz triangular superior, de la matriz A, respectivamente.

Método de Sobre-relajacion Sucesiva Simétrica (SSOR). EL método SSOR combina

dos despejes simultaneamente de forma tal que la iteracion resultante es similar a una
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matriz simétrica. Especificamente, el primer despeje de SOR es llevado a cabo como lo
describe la expresién (5.169), pero en el segundo despeje las variables desconocidas son
actualizadas en orden inverso. Esto es, el método SSOR consiste en un despeje SOR hacia
adelante seguido por un despeje SOR hacia atras. La similitud de la matriz de iteracion
a una matriz simétrica, permite la aplicacion del SSOR como un precondicionador en
otros esquemas iterativos para matrices simétricas. Asi, esta es la principal motivacién
del SSOR puesto que su velocidad de convergencia, con valor éptimo de w, es usualmente

mas bajo que la velocidad de convergencia del SOR con valor éptimo w.

Matricialmente, el método SSOR puede ser expresado mediante
P =By By - #* Y 4 w2 -w)(D-wU)™-D-(D—-wL)™-b (5.170a)
B,=(D-wU)™" (wL+(1-w)D) (5.170b)
By = (D —wL)™ - (WU + (1 —w)D) (5.170c¢)
donde las matrices D, —L y —U, representan: la diagonal, la matriz triangular inferior,
y la matriz triangular superior, de la matriz A, respectivamente.

Métodos iterativos no estacionarios

Corresponden a los métodos iterativos para los cuales, en cada iteracion se minimiza
los residuales obtenidos a través de la construccién y empleo sucesivo de directores de
busqueda. Para lograr este objetivo, se vale de ciertas propiedades de ortogonalizacién

entre los residuales y los directores de buisqueda. Estos métodos pueden expresarse como:
R = oW . k=1 4 gtk) (5.171)

donde la matriz C® y el vector d® dependen del niimero de iteraciones efectuadas.
Método del gradiente conjugado (CG). El método del gradiente conjugado ha recibido

mucha atencién y ha sido ampliamente utilizado en anos recientes. Aunque los pioneros

de este método fueron Hestenes y Stiefel (1952), el interés actual arranca a partir de que
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Reid (1971) lo planteara como un método iterativo, que es la forma en que se le usa con

mayor frecuencia en la actualidad.

Este es un efectivo método para sistemas simétricos definidos positivamente. Es el
mas antiguo de los mejores métodos no estacionarios conocidos. La idea basica en que
descansa el método del gradiente conjugado, consiste en construir una base de vectores
ortogonales y utilizarla para realizar la busqueda de la soluciéon en forma més eficiente.
Aunque tal forma de proceder generalmente no es aconsejable, porque la construccién
de una base ortogonal utilizando el procedimiento de Gramm-Schmidt, requiere al selec-
cionar cada nuevo elemento de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a cada
uno de los vectores construidos previamente. La gran ventaja del método de gradiente
conjugado radica en que cuando se utiliza este procedimiento, basta con asegurar la or-
togonalidad de un nuevo miembro con respecto al iltimo que se ha construido, para que
automaticamente esta condicién se cumpla con respecto a todas los anteriores. Asi, una

breve descripcion de este método se da a continuacion.

Los iterantes ) son actualizados en cada iteracién mediante un multiplo oy, del

vector direccién de busqueda pi*)

7®) = =D ) p®) (5.172)
Los residuales correspondientes
D —p— A gD (5.173)
son actualizados mediante
PR = #E=1 _ 0g® donde M = A - p®) (5.174)

La eleccién de
k1) | 2k=1)

A (5.175)

O = =

minimiza %) . A=1.7*) sobre todas las posibles elecciones para a en la expresién (5.174).

La direccion de busqueda es actualizada mediante los residuales

P =7+ gy p*h (5.176)
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donde la eleccién
RONE0

P = Sy D (5.177)
asegura que p*) y A - p*~V (0 equivalentemente, #*) y #*~1) sean ortogonales. De
hecho, es posible mostrar que la eleccién de 3, hacen que p*) y ¥ sean ortogonales a

todo los vectores previos A - p*¥) y 7 respectivamente.

Método del Gradiente Biconjugado (BiCG). El método CG no es apropiado para sis-
temas no simétricos, debido a que los vectores residuales no pueden ser ortogonales en
recurrencias cortas. El método BiCG se basa en reemplazar las secuencias ortogonales de

residuales por dos secuencias mutuamente ortogonales (Fletcher, 1976).

La actualizacion de relaciones para los residuales son aumentadas en el método BiCG
por relaciones que son similares pero basadas en la matriz A* en lugar de la matriz A.

Asi se actualizan dos secuencias de residuales:
AR = f=D g A pR) k) = e g At k) (5.178)

y dos secuencias de direcciones de buisqueda

P = D gD = e g e (5.179)
Las elecciones et e L o
a = W B = =i (5.180)
aseguran las relaciones de bi-ortogonalidad
7O ) =0, p DALY =0, A (5.181)

Método del Gradiente Conjugado Cuadrado (CGS). Sonneveld (1989), observé que en
el método BiCG, el vector residual #*) puede ser considerado como el producto del vector

79 y un polinomio de grado k de la matriz A, esto es

0 = P (A)FY (5.182)
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Y este mismo polinomio también satisface a la relacion
7% = P (A7 O (5.183)

Con esto

7E) 70 = P AHFO) . A0 = 7O . p2(A)i©) (5.184)

Esto sugiere que si P(A) contrae 79 a un vector mas pequeno f(k), entonces podria ser
ventajoso aplicar el operador de contraccién dos veces y computar PZ(A)7®. Y ademas

se evitan los cémputos con la matriz A?, lo cual puede ser beneficioso en algunos casos.

Método del Gradiente Biconjugado Estabilizado(Bi-CGSTAB). Este método fue desa-
rrollado para resolver sistemas lineales no simétricos, evitando los frecuentes patrones irre-
gulares de convergencia del método CGS (Van-deVorst y Vuik, 1994). En lugar de compu-
tar la secuencia P2(A)r? el método Bi-CGSTAB computa la secuencia Q(A) Py (A)i?,
donde Qx(A) es un polinomio de grado k que introduce una actualizacién de descenso

abrupta.

Precondicionadores

Puesto que los métodos iterativos convergen a la solucion a un ritmo que depende de
las propiedades espectrales de la matriz? de coeficientes. A menudo, es necesario trans-
formar la matriz en otra con un espectro mas apropiado. Un precondicionador M es la
matriz que se encarga de realizar dicha transformacion. Como ejemplo, consideremos un
problema A - ¥ = 5, y una matriz M tal que el producto M ~1- A posee un radio espec-
tral inferior al de la matriz A. En estas condiciones, la solucion al sistema transformado
M-t . A.-7= M5, es equivalente a la solucién de A - 7 = b, pero sus propieda-
des espectrales permiten alcanzar mas rapidamente la convergencia. Si se desea introducir
mejoras en el esquema numérico con el fin de acelerar la convergencia, la principal mejora
se logra mediante la introduccion de un precondicionador. Existen tres opciones bésicas:

usar los llamados precondicionadores cldsicos, usar los multinivel, o usar aquellos basados

2Se denomina espectro de una matriz al conjunto de sus autovalores. Se denomina Radio Espectral

de una matriz al maximo de sus autovalores, en valor absoluto.
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en descomposicién en dominios.

Con respecto a la naturaleza de un buen precondicionador, este debe reunir las si-

guientes caracteristicas:

1. Al aplicar un precondicionador M al sistema original de ecuaciones A - ¥ = b, se
debe reducir el nimero de iteraciones necesarias para que la solucion aproximada

tenga la convergencia a la solucién exacta con una exactitud prefijada.

2. La matriz M debe ser facil de calcular, es decir, el costo computacional de la
construccion del precondicionador debe ser pequeno comparado con el costo total

de resolver el sistema de ecuacionesA - ¥ = b.

3. El sistema precondicionado debe ser facil de resolver. Esto debe interpretarse de
dos maneras: (a) El monto de operaciones por iteracién debido a la aplicacién del
precondicionador debe ser pequeno o del mismo orden que las que se requeririan
sin precondicionamiento. Esto es importante si se trabaja en maquinas secuenciales;
(b) El tiempo requerido por iteracién debido a la aplicacién del precondicionador

debe ser pequeno.
El precondicionamiento de un sistema de ecuaciones, se puede realizar de tres maneras:

e Precondicionamiento a la izquierda:

M A =M1} (5.185)

e Precondicionamiento a la derecha:

A-M* M-Z=b (5.186)

e Precondicionamiento a ambos lados:

M A -M;' M, #=M'b (5.187)

Algunos precondicionadores clésicos, se describe a continuacién:



5. METODO DEL ELEMENTO FINITO 117

e Precondicionador Jacobi
M =D (5.188)
e Precondicionador Gauss Seidel
M=D+L (5.189)
e Precondicionador SOR
1
M = ;(D +wl) (5.190)
e Precondicionador SSOR
1
M=—— (D+wL)-D7'.(D+wU 5.191
gDk D7 (D uU) (5.191)

donde las matrices D, L, U, corresponde a la matriz diagonal, matriz triangular inferior,

matriz triangular superior, respectivamente.

5.4.5. Resolucion de sistemas no lineales

Es comiin que en la formulacién de problemas fisicos se obtengan sistemas matemaéti-
cos no lineales. Estas no linealidades tienen su origen en dos causas: (1) las propiedades

de los materiales; (2) y la geometria.

Tipicamente la discretizacion de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, con-

duce a un sistema de ecuaciones algebraicas no lineal expresado mediante
K(@)-i=F (5.192)

donde la matriz K () es también funcién de las variables nodales @. Desafortunadamente,
no existe método numérico que permita resolver esta clase de sistemas no lineales, sin

una previa transformacion a un sistema lineal.
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Método de sustitucion

Este método consiste, en construir una secuencia de soluciones @, @, ..., @™,

(k—1)

donde la solucién @™ es calculada de la solucién previa @ , v satisface al sistema

lineal

—

K(@* V). 4% = F =0 (5.193)

En este caso, es mas conveniente exponer la expresion anterior en una forma incremental

K(a@*Y). Ag® = R® (5.194a)

donde
R® = F — K(@"*V). g+ (5.194b)
i = q*k=Y 4 sa® (5.194c)

(k=1) e conocido, entonces es posible computar a la

Asumiendo que el vector solucién
matriz K (&%) y el residual R® definido mediante (5.194b), y asf obtener un sistema
algebraico lineal (5.194a), cuya solucién corresponde al vector 6@*). Y posteriormente,
determinar al vector #*) mediante (5.194c). Obviamente el vector inicial #®) no es co-
nocido, y en muchos casos se presume como un vector nulo. Esto vuelve evidente, que la

convergencia de la solucién en este método, depende del tipo de no linealidad a tratar y

el valor del vector inicial.

También es posible introducir un factor de relajamiento w, con el propdsito de mejorar
la tasa de convergencia, cuyo valor numérico es dependiente de la naturaleza del sistema
no lineal, y usualmente determinado por experimentacién numérica. Asi, la expresién
(5.194b), se reemplaza por

a® = q*k=Y L wAa® (5.195)

Con respecto al criterio a utilizar para manifestar que una solucién @™*) es aceptable, se
define un escalar € como parametro de aceptabilidad, y se compara con la norma definida
para el vector di® o el vector R*). Si considera una norma euclideana, el criterio a

satisfacer corresponde a

Voia®) i) <e 6 R® . R < ¢ (5.196)
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También es muy usual que se utilice una norma relativa del vector solucion

Suk) . Sk

Método Newton-Raphson

Uno de los métodos més populares utilizado en la busqueda de soluciones, pero que
presenta mayores implicaciones que el método de sustitucion. Considérese al sistema no

lineal,

K@) -i=F (5.198)

R@)=F - K@) -d (5.199)

Aplicando el desarrollo de una serie de Taylor alrededor del punto @ para el residual
R(a@¥)
iy ﬁ * 2
R(@* + o) Z B, su; + h(0?) (5.200)

g ¥
u]—uj

Si se asume que la vector 4 * + du* satisface al sistema no lineal
R(@* + 0i*) = 0 (5.201)

y bajo la consideracion que los términos de orden 2 o mayor, son despreciables en el

desarrollo de Taylor, entonces

dim @ =
R(i@*) = — % T (5.202)

P J
Jj=1 uj':uj*

De la definicién de residual, es posible obtener sus derivadas con respecto a u;

OR; W aK,
_ = K
8uj J + an A
=1

(5.203)

asumiendo que el vector F', es independiente de las variables ;. Si se introduce una nueva

matriz T, la cual se define mediante

dim @
K@
i+ Z M, (5.204)
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Entonces o
R(i*) = Zl Tl 0] (5.205)
‘]:
o en forma matricial
T (@) - 0" = R(i*) (5.206)

Aplicando un esquema recursivo similar al aplicado en el método de sustitucion, conduce

al siguiente sistema lineal

T(a*Y) . sa® = R® (5.207a)

donde
R® = F — K(@*V). gk (5.207h)
a®) = g*=b 4 sg® (5.207c)

Comparando el método Newton Raphson con el método de sustitucion, se observa que
la diferencia estriba, en que la matriz K es sustituida por la suma de la matriz K y la
tangente de la matriz K; la inclusion de esta matriz, acelera el ritmo de convergencia,
siendo més eficaz el método Newton Raphson que el método de sustitucién.

k=1) es conocido, entonces es posible computar a

Si se asume que el vector solucién
la matriz T'(@*~1) y el residual R® definido mediante (5.207b), y asi obtener un sistema
algebraico lineal (5.207a), cuya solucién corresponde al vector di®). Posteriormente se
puede determinar al vector @*) mediante (5.207c). Procediendo secuencialmente, hasta

que alguna solucién @*) satisfaga algin criterio de convergencia predefinido.

Obviamente, este algoritmo parte bajo el supuesto que la matriz T es conocida. Sin
embargo, de acuerdo a la forma en que se definié a esta matriz, esto implicaria la necesidad
de conocer a la matriz K explicitamente, y asi construir a la matriz T". Desafortunada-
mente, debido a la naturaleza compleja de la matriz K, resulta imposible o indeseable,
obtener una expresion explicita para ella. Empero, existe una manera alternativa para
construir la matriz T'. Considérese la formulacion integral discretizada W asociada al

problema algebraico,

W (d) = oi- |K(@) i — ﬁ] = i R(it) = 0 (5.208)
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Aplicando la primera variacion a la expresién anterior
W (@) = —6i - OR (5.209)

Puesto que la primera variacién del residual ﬁ(ﬁ) por componente, esta dada mediante

dim @ dim @
—6R; =) 0Kg-u+ Y K- ou (5.210)
=1 j=1

y la primera variacién de los elementos d K;;, corresponden a

dim @
0K
§Ky = Z T Su; (5.211)
7j=1
asi,
dim@ [dim@ 8K dim @
—6R; =Y [Z aul-l u+ Kij | duy =" Ty ou (5.212)
j=1 Li=1 J j=1
o en su forma matricial
—SR=T-6i (5.213)

Con esto, la primera variacién de la formulacién integral discreta corresponde a
W (W) =du-T-6u=0 (5.214)

Esto demuestra, que la matriz T' puede ser construida por una via alternativa, que consiste
en la discretizacion de la primera variacion de la formulacion integral asociada al problema

fisico.



Capitulo 6
MATERIALES Y METODOS

6.1. Generacion de malla

6.1.1. Software

La discretizacion del dominio, se realizé mediante un software de cédigo libre (licencia
GPL), denominado Gmsh. Esta herramienta es un generador automético de malla de ele-
mento finito 3D, basado en la triangulacion de Delaunay, con capacidades incorporadas

de pre-procesamiento y post-procesamiento.

El diseno de este software tiene como origen, el proveer una herramienta simple de
mallaje, para problemas académicos con entradas parametricas de datos y capacidades
avanzadas de visualizacién. Y sus autores Christophe Geuzaine y Jean-Francois Remacle,

han trabajado desde 1997 en su mejoramiento.

Gmsh esta construido a través de cuatro médulos: geometria, malla, resolvedor (sol-
ver) y post-procesamiento. Todas las instrucciones para cada médulo, pueden ser prees-
critas mediante el uso de una interfase grafica de usuario (GUI) o un archivo de datos en

cddigo ASCII; un lenguaje propio de Gmsh.
Asi, un dominio es definido mediante un cédigo de instrucciones paramétricas que re-

presentan a un conjunto de entidades geométricas: puntos, lineas, superficies y/o volime-

nes. Y utilizando el médulo de geometria, es posible realizar modificaciones adicionales

122
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a un dominio predefinido en un fichero cédigo ASCII; como son: rotacién, traslacion,

extrusion, y adiciéon o eliminacién de entidades geométricas, entre otras.

Gmsh, también permite la introduccién de entidades fisicas (materiales), a través de
las cuales, es posible definir de manera individual porciones del dominio o su contorno. Lo
que resulta muy conveniente, durante la asignacion de condiciones de contorno o frontera,

en el procesamiento numérico de un problema.

Durante la discretizacion del dominio, Gmsh puede utilizar una variedad de entidades
geométricas: lineas, triangulos, cuadrilateros, tetraedros, hexaedros, primas y piramides.
Estas entidades geométricas corresponde a elementos finitos de primer o segundo orden.

Tal como se muestran en la figura 5.4.

Condicion de Delaunay

La condiciéon de Delaunay dice que una red de tridangulos es una triangulacion de
Delaunay si todas las circunferencias circunscritas de todos los triangulos de la red son
vacfas'. Esa es la definicién original para espacios bidimensionales. Aunque también es
posible ampliarla para espacios tridimensionales usando la esfera circunscrita en vez de
la circunferencia circunscrita. Esa condicién asegura que los angulos del interior de los
triangulos son lo mas grandes posible. Es decir, maximiza la extension del angulo més

pequeno de la red.
Las triangulaciones de Delaunay tienen las propiedades siguientes:
e La triangulacion forma la envolvente convexa del conjunto de puntos.

e El dngulo minimo dentro de todos los tridangulos estd maximizado.

e La triangulacion es univoca, si en ningin borde de circunferencia circunscrita hay

mas que tres vértices.

1Segiin la definicién de Delaunay la circunferencia circunscrita es vacia, si no contiene otros vértices

aparte de los tres que la definen.
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El hecho de que la triangulaciéon de Delaunay maximice los angulos interiores de los
triangulos de la triangulacion, resulta muy préactico, porque al usar la triangulacion como

modelo tridimensional, los errores de redondeo son minimos.

a+ 3> 180° a+ 3 < 180°
' |
(1) No cumple ) No cumple (3) Si cumple

Figura 6.1: Triangulaciones que cumplen y no cumplen la condiciéon de Delaunay

Asimismo, otra condicién que se debe satisfacer durante la triangulacion de Delaunay;,
corresponde a que la suma de los angulos opuestos de una arista comin, debe ser menor

o igual que dos angulos rectos.

6.2. Lenguaje de programacion

6.2.1. Elecciéon de lenguaje

Para el desarrollo del codigo computacional, se reviso las prestaciones que ofrecian el

lenguaje Fortran y el lenguaje C++, y se concluyé que la mejor eleccion era C++.

Un breve analisis de las ventajas y desventajas de ambos lenguajes de programacion,
se presentan mediante los cuadros 6.1 y 6.2, respectivamente. Es necesario precisar que
solo se describen las caracteristicas C++ del codigo heredado del lenguaje C. Por tanto,

los beneficios adicionales de C++ como lenguaje orientado a objetos no se detallan.

En este punto es necesario indicar, que C++ maneja de manera practica el uso de
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Cuadro 6.1: Ventajas de los lenguajes de programacién FORTRAN y C++

FORTRAN

Existe multitud de software ya programado,
lo cual permite tener a disposicién una
multitud de cédigo.

Es un lenguaje muy arraigado entre la
comunidad cientifica.

Existe multitud de documentacion sobre
FORTRAN.

C++

C++ es un lenguaje estructurado, lo que
permite una mejor depuraciéon del cédigo
propio y ajeno, y asi sea més legible.

C++ es un lenguaje de propésito general.
El cédigo generado por C++ es uno de los
mas rapidos en ejecucion, con la excepcion

del codigo generado en ensamblador.

Existen y son faciles de encontrar compilado-
res de C++ para cualquier plataforma.

Existe bastante informacion y tutoriales sobre
programacién en C+-+.

La sintaxis de los lenguajes que continua-
mente aparecen es muy parecida a la de C++.

Existen multitud de entornos de desarrollo
para C++.

memoria dindmica, lo que permite asignar o liberar memoria durante la ejecuciéon del

cédigo. En contraste, para FORTRAN es comun que los cédigos, incluyan es su primeras

instrucciones la asignacién memoria, misma que permanece estatica durante la ejecucion

del cédigo. Esta flexibilidad de C++ con respecto a FORTRAN, le permite proveer de

una mejor administraciéon de recursos de memoria.

Adicional a las desventajas de FORTRAN, existe una de cardcter muy particular, que

corresponde al paso de argumentos en las funciones; mismas que frecuentemente son de

una naturaleza muy compleja cuando se desea realizar el paso de argumentos de datos

estructurados en arreglos (arrays).
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Cuadro 6.2: Desventajas de los lenguajes de programacién FORTRAN y C++

FORTRAN

No es un lenguaje estructurado. Con lo cual
la legibilidad del cédigo empeora en cuanto
el programa es mayor. Esto hace que la
depuracién de cédigo propio o ajeno, pueda
llegar a ser algo tedioso.

En FORTRAN se recurre mucho a las
sentencias goto. La legibilidad del cddigo
empeora ain mas.

No existen muchos entornos de programacion
para FORTRAN.

Al momento de mostrar gréficos y/o acceder
a bases de datos, es necesario recurrir a solu-
ciones ajenas a FORTRAN

C++

Su aprendizaje es complejo.

Normalmente cuando alguien aprende a pro-
gramar en C+-+, siempre serd este lenguaje
su primera opciéon para cualquier tipo de
programacioén.

No existe tanta informaciéon sobre progra-
macién cientifica como para FORTRAN.

Existe un menor nimero de programadores
cientificos de C++ que de FORTRAN.
Aunque la distancia disminuye a pasos
agigantados.

6.2.2. Software

Para el desarrollo del cédigo computacional, se utilizé Bloodshed Dev-C++, que es
un Entorno Integrado de Desarrollo (Integrated Development Environment, IDE) para
programar en lenguaje C/C++. Utiliza como compilador a Mingw (Minimalist GNU*
for Windows), una versién de GCC (GNU Compiler Colletion).

Dev-C++ puede ademaés ser usado en combinacién con Cygwin y cualquier compila-
dor basado en GCC. El Entorno esta desarrollado en el lenguaje Delphi de Borland. Y
su compilador de C++ genera cédigo objeto para DOS (modo consola) y para Windows
con un entorno de programacion visual integrado. Por supuesto, es un software de uso

gratuito (licencia GPL); desarrollado por Colin Laplace y Hongli Lai.

Con respecto al compilador GCC, se puede expresar sin duda alguna, que es el com-

pilador que cada vez se acerca méas al estandar ANSI/ISO C++, lo que permite obtener
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cédigos mejor estructurados y de mayor portabilidad. A diferencia de otros compilado-
res, cuya uUnica preocupacion es el desarrollo de interfases graficas de forma practica y
eficiente; lo que es coherente con la directriz que siguen la mayoria de los compiladores
comerciales. Y como ejemplo, puede expresarse el uso de plantillas (templates), las cuales
alcanzan en el compilador GCC, una forma casi completamente estructurada, lo que no

se logra en otro compilador.

6.3. Implementacion numérica: fase continua

6.3.1. Preprocesamiento de la malla

A pesar del conjunto de beneficios que ofrece el software Gmsh, para la discretizacién
de un dominio predefinido, no es capaz de otorgar una relacién entre los elementos de
dominio y los elementos de contorno generados. Por tanto, fue necesario determinar a que
elemento de dominio pertenece cada elemento de contorno, asi como su posicion dentro

del mismo.

Para lograr este propésito, se construyeron los elementos frontera de cada elemento
de dominio, y posteriormente se compararon con los elementos de contorno. Esto per-
mitié realizar una completa vinculacién entre los elementos de contorno y los elementos

de dominio.

La necesidad de este proceso relacional, radica en que la evaluacion numérica de las
integrales de contorno, se realiza sobre el marco geométrico de referencia del elemento de

dominio al que pertenece el elemento de contorno que se desea integrar.

6.3.2. Optimizacion de la numeracién global de los nodos

Debido a que el software Gmsh no incorpora la capacidad de realizar una numeracién
global de nodos, basada en la menor dispersion de la conectividad elemental; fue necesario

transformar la numeracion global de los nodos, generada en la construccién de la malla.
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La transformacion de la numeracién global de nodos, requirié del algoritmo de Gibbs-
Poole-Stockmeyer. Asi, para alcanzar este propésito, el algoritmo codificado se tomé de
la coleccién de ACS (Association for Computing Machinery), mismo que corresponde al

algoritmo 582 (Lewis, 1982).

El algoritmo 582, se encuentra escrito en lenguaje FORTRAN. Por tanto, fue necesario
compilarlo mediante el compilador G77 (FORTRAN 77) de la coleccién de compiladores
GNU (GCC). Asimismo, para interpretar en lenguaje C++ al objeto compilado, se re-

quiri6 de la libreria 1ibg2c.a.

Este algoritmo genera una nueva numeracién global de nodos, que permite disminuir
el ancho de la semibanda de la matriz de coeficientes, del sistema algebraico resultante

de la discretizacion del problema fisico planteado.

La reduccién del ancho de la semibanda, depende de si el problema fisico se encuentra
descrito en un marco de referencia 2D o 3D; asimismo, del nimero de variables intro-
ducidas. Por lo general, la eficiencia del algoritmo, otorga una reduccién del 1%-10%
en el almacenamiento de datos, con respecto a conservar la numeracién global de nodos,

propuesta por el software Gmsh.

Dada la naturaleza del algoritmo 582, también fue necesario implementar una sub-
rutina que evaluara las adyacencias para cada nodo dentro de la malla, puesto que el

algoritmo 582 no trabaja directamente sobre las conectividades elementales.

6.3.3. Funciones y gradientes de interpolacién

La libreria desarrollada en este proyecto, incorpora funciones de interpolacién para
las siguientes entidades geométricas: linea, tridangulo, cuadrilatero, tetraedro, hexaedro,
prisma y piramide. Las funciones de interpolacién consideran elementos geométricos de or-
den lineal y cuadratico. Para su construccién se utilizaron las técnicas descritas en §5.1.4.

La descripcién de estas funciones de interpolacién pueden consultarse en el Apéndice A.
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En necesario precisar que las funciones de interpolacion, son indiferentes al hecho
sobre si seran utilizadas en una integral de dominio o contorno. En contraste, con la
naturaleza de los gradientes de interpolacion, que si son dependientes del tipo de integral

donde seran requeridas.

Los gradientes de interpolacion son indispensables durante la transformacién de una
integral de dominio, desde un sistema geométrico de referencia, a un sistema geométrico
del dominio real; debido a que se requiere el determinante del Jacobiano asociado a la
transformacién de coordenadas, mismo que es computado a través de los componentes

del gradiente de interpolacion.

En el caso de la transformacion geométrica de una integral de contorno, se requiere

el calculo de los parametros:

R P (&-1)

dependiendo de si es una integral sobre una linea ¢ una integral sobre una superficie,
respectivamente. Esto introduce la construccién de un conjunto adicional de gradientes
de interpolacion, pero definido sobre el contorno donde se realiza la integracién. La des-
cripcion de estos gradientes de interpolacién pueden consultarse en los Apéndices B y C,

respectivamente.

6.3.4. Integracion numérica

Se implementaron los puntos de cuadratura para las siguientes entidades geométricas:
linea, triangulo y tetraedro. El calculo de los puntos de integracion y los coeficientes peso
para elementos lineales se realiz6 mediante la subrutina gauleg descrita en Numerical
Recipes in C++ (Press y col., 2002). Esta subrutina esta basada en el método de Gauss-
Legendre. En el caso de elementos triangulares y tetraédricos, los puntos de cuadratura

se tomaron de la librerfa quadraturelib.f, propiedad del Prof. Ed AkinZ.

2 Accesibles en http://www.owlnet.rice.edu/.
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Para la evaluacion de integrales de contorno, fue necesario construir un conjunto de
puntos de cuadratura adicionales. Debido que los elementos geométricos de contorno, se
definen sobre el mismo marco geométrico de referencia del elemento finito al que perte-

nece.

&
(0,1)
1
&
Puntos de cuadratura sobre el dominio Puntos de cuadratura sobre el contorno
de un elemento finito de referencia de un elemento finito de referencia

Figura 6.2: Transformacion de los puntos de cuadratura para el contorno de un elemento

geométrico de referencia.

Por tanto, fue indispensable realizar una transformacion geométrica de los puntos de
cuadratura, de un dominio base al contorno preescrito del elemento finito donde se desea

realizar una integraciéon numérica de contorno.

6.3.5. Generacion de los vectores unitarios normales

Los vectores unitarios normales son intrinsecamente parte de las integrales de con-
torno, sobre dominios bidimensionales y tridimensionales. Por tanto, la generaciéon numérica
de estos vectores unitarios normales, resulta necesaria para cualquier discretizaciéon numérica

basada en el método de los residuos ponderados.

La metodologia utilizada para el computo de estos vectores unitarios normales, bajo
la premisa de evitar el excesivo consumo de tiempo de ejecucién, fue construirlos sobre

un elemento finito de referencia, y luego mediante una transformacion geométrica, tras-
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ladarlos al dominio real.

Para dominios bidimensionales sobre un marco de referencia &, si los puntos (&;1,&;1) v

(&i2,&i2) definen al contorno donde se desea evaluar el vector unitario normal 77, entonces
1

" V(&iz—&1)2+ (§2 — &1)? (&2 = &) =(Gi2 = &)l (6.2)

Y en el caso de dominios tridimensionales sobre un marco de referencia &, si los puntos

(&1,851:661), (&i2:€52,Ek2) v (&3, &3, &k 3) definen al contorno donde se desea evaluar

el vector unitario normal 77, entonces

1

o~
[y

L I
= Xl donde

— —

l1><l2

= (&2, &2 Er2) — (§i1, &Gns i)
= (&3:653,8,3) — (§i2:652, En2)

(6.3)

l

o~
[\

6.3.6. Matrices locales de rigidez y vectores locales de carga

Dentro de la formulacion variacional de un problema fisico, es comun la aparicion de

integrales por subdominio del tipo:

[ Pubous(a) Qulac(@) dv (6.4
donde el operador Qy, es lineal con respecto al componente u,(Z) del vector de funciones

(), y por tanto su formulacién discreta conduce a la construccién de las siguientes

matrices locales de rigidez

mi], = [ Pulo @) QP (@) - o5, @) v ©5)
Con el propésito de simplificar la codificacién computacional de estas matrices locales
de rigidez; se ha creado un conjunto de subrutinas, las cuales contienen las instrucciones
necesarias para la construccion numérica de las matrices locales de rigidez, que tienen

origen en las formulaciones variacionales listadas en el cuadro 6.3.

Los escalares u y v, y los vectores @ y ¥, corresponden a las funciones a aproximar
mediante una interpolacién nodal por subdominios. El escalar w y el vector «, son fun-

ciones conocidas; asi como el coeficiente «(Z).
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Cuadro 6.3: Formulaciones variacionales codificadas computacionalmente para

la construccién de las matrices locales de rigidez

Joa(Z) duv dV

Jqa(@)od - Vo dV

Joa(Z) Viu-vdV

Joa(Z) Viu - Vv dV

Joa(Z) ou (V- 0) dV

Jo a(Z) (V- 01) vdV

(@) (V - 6i1) (V- &) dV

Joa(Z) du (@ - Vo) dV

Joa(Z) Viu - @ vdV

Asimismo, puede suceder que el operador diferencial Qy, sea independiente del vector

de funciones @(Z). La discretizacién numérica de esta clase de formulacién variacional,

conduce a la construccion de los vectores locales de carga (cuadro 6.4).

Cuadro 6.4: Formulaciones variacionales codificadas computacionalmente para

la construccién de los vectores locales de carga

Jo a(Z) duw dV

Joa(@) (V- dd)wdV

Jo (D) Vou - @ dV

Por supuesto, el origen de las matrices locales de rigidez y de los vectores de carga, no

compete solamente a las integrales de dominio, sino también a las integrales de contorno;

tal como se expuso en §5.3.1. En este caso, las rutinas codificadas para las formulaciones

variacionales correspondientes, igualmente son validas.
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6.3.7. Proceso de ensamble

Aunque matematicamente, una transformacion vectorial puede describir la conexion
entre las matrices locales de rigidez y los vectores locales de carga, con las matrices glo-
bales de rigidez y los vectores globales de carga, respectivamente. La codificacién compu-
tacional de este proceso mediante productos matriciales, resulta en un alto consumo de
tiempo de ejecucion. Una solucién a este problema, consiste en generar un conjunto de
vectores guia que sirvan para dirigir el proceso de ensamble de cada elemento finito del

dominio discretizado.

El proceso de ensamble, practicamente inicia desde la generacion de los grados de li-
bertad (6 variables nodales) requeridos en cada nodo de interpolacién. Pues directamente

de este proceso es posible generar los vectores guia del proceso de ensamble.

Primero es necesario determinar el nimero de grados de libertad que existe en cada
nodo de interpolacion; asi como identificar a que variable pertenecen. Definidas las varia-
bles involucradas en el modelo matematico y su orden de interpolacion, es posible generar
una matriz de datos logicos, donde la posicién de la fila indique el niimero de nodo y la
posicion de la columna indique el niimero de variable. De forma tal que un valor verda-

dero o falso, determine si existe o no, un grado de libertad para un par nodo-variable dado.

Construida la matriz de datos légicos que definen los grados de libertad involucrados,
es posible realizar la numeracién de los grados de libertad, fila por fila. Esta informacién
en conjunto con la conectividad elemental, permiten construir los vectores guia del pro-

ceso de ensamble.

Los vectores guia del proceso de ensamble, simplemente indican donde colocar cada
elemento de las matrices locales de rigidez en la matriz global de rigidez, y donde colocar

los elementos de los vectores locales de carga en el vector global de carga.
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Este procedimiento, permite la generalizacién del uso variado de distintos 6rdenes de

interpolacion entre las variables del modelo matematico por resolver.

6.3.8. Introduccién de condiciones de contorno tipo Dirichlet

Para la introduccion de condiciones de contorno preescritas

Se codificaron el método de la penalidad (utilizando un nimero grande) y el método de

limpieza (limpiando filas y columnas), tal como se describieron en la §5.4.2.

Por supuesto, durante la codificacién de estos algoritmos, se consideraron dos esque-
mas de almacenamiento de datos con respecto a la matriz de coeficientes del sistema

algebraico lineal resultante: matriz completa y matriz banda.

La introduccién de estas condiciones esenciales, se realizé en tres etapas:

e Seleccién. Se codificaron las expresiones matematicas que preescriben a los valores

de las variables nodales, para cada entidad fisica de contorno donde se requirié.

e Carga. Se asignd en un mismo bloque de memoria, cada uno de los conjuntos de
valores preescritos de las variables nodales, pertenecientes a las entidades fisica de

contorno requeridas.

e Aplicacién. Se aplicaron las condiciones esenciales al sistema algebraico lineal re-

sultante, mediante alguno de los dos métodos descritos anteriormente.

6.3.9. Resoluciéon de sistemas algebraicos lineales

En este rubro, se codificaron una serie de algoritmos, mismos que permiten resol-
ver sistemas algebraicos lineales. Es necesario precisar que los algoritmos se codificaron
considerando dos esquemas de almacenamiento de datos, con respecto a la matriz de coe-

ficientes del sistema algebraico lineal resultante: matriz completa y matriz banda. Incluso
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en los métodos directos por descomposicién.

Métodos iterativos estacionarios: Richardson, Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel, Sobre-

rrelajacién Sucesiva, Sobrerrelajacion Sucesiva Simétrica.

Métodos iterativos no estacionarios: Gradiente conjugado, Gradiente Biconju-

gado, Gradiente Conjugado Cuadrado, Gradiente Biconjugado Estabilizado.

Métodos directos: Eliminacién Gauss-Jordan, Descomposicién LU Dolittle con y
sin pivoteo, Descomposiciéon LU Crout con y sin pivoteo, Descomposicion LU Cholesky

con y sin pivoteo.

6.4. Implementacién numérica: fase dispersa

6.4.1. Interpolacion gaussiana sobre una rejilla homogénea

El uso de funciones gaussianas como funciones ensayos en la buisqueda de una solucién,
en los métodos de particulas SHP y MLS es una practica comun. Tales requerimientos
son debido a que al igual que en el FEM, requieren el uso de interpolaciones por subdomi-
nios. Quizd estd declaraciéon en una primera instancia parece incongruente; sin embargo
dada la naturaleza de una funcién gaussiana o de las funciones splines utilizadas en estos
métodos, es posible afirmar que el dominio donde estas funciones se consideran no nulas

(para fines numéricamente practicos) es simplemente un subdominio.

Una situacién de interés numérico, corresponde a: jque sucede si se realiza una inter-
polacién nodal sobre una rejilla de celdas cuadradas, donde las funciones nodales ensayo

corresponden a una funcion gaussiana?

Considérese un espacio de referencia acotado, y definido por los limites; —1 < z < 1;

—1 < y < 1. La construccién de una rejilla con un factor de subdivision n, puede ser
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descrita mediante una representacion nodal, donde las coordenadas de cada nodo estan
expresadas como

2L 2L
xi:—L—i-?i; yj:—L+—j; con Lzl; (6'7>
n

y donde 0 <7 <ny0<j<n.Lainterpolacién que se sugiere corresponde a

~q~ 1 1 ny/ (2 — 2:)* + (y — yy)°
g(x,y) = Z Zozij% exp(—izfj) con  zj; = v 37 ? (6.8)

i=0 j=0

Una interesante propiedad que ofrece esta clase de interpolacion, corresponde a g(x;, y;) =
a;; en el limite n — co. Aun para valores n = 100, esta clase de interpolacién ofrece una
excelente resolucion, bajo ciertos refinamientos numéricos que seran detallados posterior-
mente. Por supuesto, esta caracteristica ubica a esta clase de interpolacion como nodal

para casos limites donde el factor de subdivision es alto.

Como nota adicional, es importante comentar, que los valores que definen al espacio de
referencia, no son relevantes en la implementacién de esta interpolacién; sin embargo, el
dominio elegido simplifica su descripcién. Asi como, la imprecision de las interpolaciones
en la vecindad de la frontera del dominio donde se define la interpolacion, situacién que
puede ser corregida incrementando los limites del dominio donde se requiere realizar la

interpolacién, y asi asegurar nunca estar cerca de la vecindad del contorno.

6.4.2. Interpolacion gaussiana sobre una rejilla deformada

Aunque la interpolacién gaussiana, ha sido definida sobre una rejilla homogénea,
también es valida sobre una rejilla deformada ligeramente de una forma homogénea. Evi-
dentemente, esto ocasiona un cierto grado de pérdida de exactitud en la aproximacion,

misma que es dependiente del grado de deformacion.

Asumiendo que el grado de deformacién de la rejilla no ocasiona desviaciones im-
portantes en el proceso de interpolacién. Es factible transformar la interpolaciéon de una

rejilla deformada a una rejilla homogénea sin gran costo computacional.
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Considérese que la rejilla homogénea a la cual se desea trasladar la deformacién

estd definida mediante

2L 2L
n n
y la rejilla deformada corresponde a
x; = m; + 0z Y; = Yi + Y (6.10)

la cudl ha sido definida con respecto a la rejilla homogénea; y con ello, las cantidades dx;;

y 0y;; son las desviaciones existentes en el nodo P;;.

Una formulacién matematica, que permite distribuir el error sobre el dominio, en el

cambio de interpolacion de una rejilla deformada a una rejilla homogénea, es

/Qég[g(fc,y) —g'(z,y)] dv=0 (6.11)

sin embargo su implementacion numérica genera un sistema discreto de n x n, lo cual es
costoso computacionalmente. Por tanto, se sugiere una transformacion iterativa con un

resultado admisible.

Una primera solucién bruta para evaluar a los pardmetros c;;, corresponde a

ny/(@ —al)? + (y - )’

1
=9 (i, y;) ZZ%Q exp —5222]) con 2 = 57
=0 7=0

(6.12)
Esta solucién es factible refinarla. Si se define al error existente entre ambos esquemas

de aproximacion como
/
eij = 9(i,y;) — §' (i, ) (6.13)
asi la correcciéon sobre los pardmetros «;j, es

Este refinamiento puede aplicarse sucesivamente hasta alcanzar un grado de aproximacién

preescrito.



Capitulo 7
RESULTADOS Y DISCUSION

7.1. Descripcion del modelo

7.1.1. Introduccion

Un caldo de cultivo en fermentaciones sumergidas, frecuentemente involucra tres fases:
gaseosa, debido al requerimiento de oxigeno en sistemas aerébicos; liquida, corresponde al
medio que acarrea los nutrientes necesarios para el desarrollo del microorganismo; sélida,

el microorganismo mismo, el cual puede ser libre o inmovilizado.

Conocer las propiedades reologicas de un sistema fermentativo es de suma impor-
tancia. Debido a que juegan un papel crucial en los procesos de escalamiento. A través
de esta informacién, se juzgan una variedad de parametros para el diseno industrial de
un bioproceso, entre los cuales destacan: dimensién geométrica del biorreactor; nimero,
posicion espacial y clase de impulsores; potencia a suministrar para la agitacion; y tasa

de aireacion.

Algunos estudios redlogicos toman al sistema de fermentacion como un todo, no dis-
tinguiéndose los mecanismos de interaccién de cada componente (aireacién, medio de
cultivo, microorganismo), sino solo el efecto neto. Por tanto, el estudio consiste en va-
riar algunos pardmetros del sistema fermentativo como: velocidad de agitacién, tasa de
aireacion, tipo de impulsores, etc.; y cuantificar el efecto neto sobre la potencia requerida

sobre el bioproceso. Después de obtener un cimulo de informacién sobre varios ensayos

138
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experimentales, se procede a realizar un estudio adimensional, buscando una serie de re-
laciones entre un conjunto de nimeros adimensionales (ntimero de Reynolds, nimero de
potencia, nimero de Froud, etc.), que satisfagan las variables cuantificadas en los ensayos

experimentales (Chisti y Jauregui-Haza, 2002).

Otras investigaciones, se enfocan unicamente a la naturaleza reolégica del medio de
cultivo y el microorganismo que soporta. Con la finalidad, de ajustar tipicamente a algin
modelo no newtoniano el comportamiento del medio de cultivo en conjunto con el mi-
croorganismo, a diferentes estadios de la fermentacién. Es muy comin que se utilice el
modelo de la potencia, y los parametros indice de consistencia e indice de comporta-
miento del flujo, se describan dindmicamente en el transcurso de la fermentacion. Incluso
estos pardmetros, que de forma indirecta manifiestan los cambios morfolégicos' del mi-
croorganismo, han sido relacionados con la teoria de los fractales. Encontrandose que los
patrones de cambio de dimensién fractal del microorganismo, tienen una gran similitud

con el comportamiento del indice de consistencia (Kim y col., 2005).

También, existen numerosos estudios dentro de la simulacion numérica, para describir
matematicamente el fenémeno de la aireacién dentro de un sistema fermentativo. Basi-
camente, tratan el medio de cultivo incluyendo al microorganismo como la fase liquida, y
a las burbujas de aire, como la fase gaseosa. Se valen de la dinamica de fluidos multifase
para realizar el planteamiento del conjunto de ecuaciones de continuidad y transporte
de momentum, cuya resolucién obtienen numéricamente, asistidos por un ordenador.
Frecuentemente a la fase liquida, la consideran como un fluido con comportamiento no
newtoniano, tomando en cuenta el efecto neto de la interaccién del medio de cultivo y
la fase liquida. Con respecto a la fase gaseosa, esta se expresa mediante una distribucion
de tamanos de burbujas, a través de un balance poblacional, el cual incorpora en su des-
cripcién los fendmenos de coalescencia y ruptura de burbujas (Mouza y col., 2004). Incluso

se han realizado mejoras a las predicciones del coeficiente de transferencia de masa en

!considerando que los nutrientes o metabolitos excretados, no contribuyen significativamente al com-

portamiento del fluido.
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sistemas de burbujas mediante mediciones de esfericidad de las burbujas (Botello-Alvarez

y col., 2004).

Sin embargo, a diferencia de la investigacion del efecto de la aireacion, existe poco
desarrollo en el estudio de los mecanismos de interacciéon microorganismo-medio de cul-
tivo, desde el punto de vista del fenémeno de transporte de momentum. Quiza debido en
parte, a que no representa la excesiva complejidad de la interaccion aire-medio de cultivo.
Esta simplicidad y desinformacién, lo convierte en un caso de estudio muy atractivo, que

toma como objeto esta tesis.

7.1.2. Descripcién matematica

El modelo matematico que se formula en este proyecto considera la posible inte-
raccién microorganismo-medio de cultivo bajo un enfoque Lagrangiano-FEuleriano. Donde
el medio de cultivo se considera como la fase continua, y el microorganismo como la fase

dispersa.

Fase continua

El medio de cultivo, se describe matematicamente a través de la ecuaciones de conti-
nuidad y transporte de momentum, promediadas volumétricamente.
a —
a(alpl) + Vi (in)e, =T (7.1)

0

@(alpl (@)a,) + V- crpi (T o, = a1pr(di)a, + V- ar{o)a, + 6, (7.2)

Por supuesto, esta es una formulacion generalizada, cuyo tratamiento directo podria ser
quizas infructuoso, dada su compleja naturaleza. Se asumiran un conjunto de ciertas res-

tricciones.

Se considerara que no existe transferencia interfacial de masa, I'y = 0, asi como des-

preciables los efectos de tension superficial.
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Asimismo, dada la escala de tiempo del crecimiento microbiano con respecto al tiempo
necesario para que el sistema fermentativo alcance un estado de estacionaridad en el
transporte de momentum, se considera al sistema estacionario. Aunado al hecho de que

no se pretende introducir ninguna dependencia temporal en ninguna propiedad reolégica.

Con respecto, a la definicién del tensor esfuerzo, esta dada por una relaciéon constitu-

tiva newtoniana para su componente desviatérico, descrita como

(o1)a, = (D)o, T + 1 [V{t)a, + V(d)g,] (7.3)

evidentemente, se ha despreciado la interaccién interfacial. Sin embargo se asume que

tal contribucién sera contabilizada en el término de transporte interfacial de momentum

(61).

Con respecto al término de transporte interfacial de momentum, solo se ha tomado
como relevante la fuerza de arrastre, sin embargo la expresion se puede generalizar me-

diante
6, => F (7.4)
S
donde ﬁf representa al conjunto de fuerzas de friccién a las cuales se asume esta sometida

la fase dispersa. Una breve descripcién de estas fuerzas puede encontrarse en §3.2.2.

Dada la naturaleza compleja de tensor esfuerzo de submalla, se asume como despre-

ciable, con lo cual el término convectivo se reduce a

V- aipr (U)o, = V - arpi (i), (U1)o, (7.5)

Ademas, se considera como tinica fuerza de volumen, a la accién de la fuerza de gravedad.

Bajo todos estos argumentos, las ecuaciones de continuidad y transporte de momen-

tum, promediadas volumétricamente, se simplifican a

A 101 <’l_[1>91 =0 (76&)
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—

arpi(i)a, - V{d)a, = —Var(p)a, + V- ar(T1)a, + 117+ 6, (7.6b)
(T1)a, = 1 [V{t)a, + V(i) ] (7.6¢)

6, => I (7.6d)

Fase dispersa

Bajo un enfoque Lagrangiano, el movimiento de cada célula microbiana se describe

mediante
U S™Fs + apd (7.7)
202 i : 2 2029

donde el conjunto de fuerzas F representan a las reacciones de las fuerzas FY, ésto es
FP+F;=0 (7.8)
Ademas, las fracciones volumétricas satisfacen la restriccion

a1+ Qg = 0; (79)

7.1.3. Formulacion débil: fase continua

Puesto que se ha propuesto el método del elemento finito para resolver la fase conti-
nua, a continuacion se presenta la formulacién débil elegida para la expresion matematica

que la describe?:

Transporte de momentum

/5171 caypry - Vg dv + / a1 uVouy : Vi dv + / a Vi, : Vii® dv
Q Q Q

—/oq(v~5ﬁ1)p dv—/alpléﬁl-g’dv—/éﬁl~(§1 dv:/ 5ty - oqpuNi, -7 ds
Q Q Q 0N

—I—/ §ity - aquVit -7 ds — / dtdioqp-nds (7.10)
a0 a0

2Con el propésito de presentar una expresién legible se ha suprimido al operador promedio vo-

lumétrico.
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Ecuacion de continuidad

/ op pragV -y dv + / op piVay - uy dv =10 (7.11)
Q Q

Se ha aplicado integracion por partes a la ecuacion de transporte de momentum, en los
términos de difusién y presion, con el proposito de relajar las condiciones de admisibilidad
de las funciones ensayo, y asi permitir una adecuada implementacion de elementos finitos
de orden cuadraticos para el campo vectorial de la velocidad, y elementos finitos de orden

lineal para el campo escalar presion.

7.1.4. Meétodo del Lagrangiano aumentado

La transformacion discreta requerida para el esquema matematico propuesto en §7.1.3,
corresponde simplemente a una tarea de codificacién computacional directa. Sin embargo,
aun considerando la fraccion volumétrica conocida, el sistema discreto resultante corres-
ponde a un conjunto de ecuaciones algebraicas desacopladas en la variable presion, la cual
estd restringida a la naturaleza de la ecuacion de continuidad. Es por ello indispensable

la introduccién de un técnica numérica que permita lidiar con esta inconveniencia.

En este trabajo se opté por manejar al método del Lagrangiano aumentado como la
herramienta que permita dirigir la convergencia numérica del modelo matemaético de la
fase continua. Bésicamente, este método introduce una variable ficticia p cuyo valor es

aproximado al escalar presién p, de forma tal que la ecuacién de continuidad?®:
V- alplﬁl =0 (712)
se sustituye por la expresion

kV - Oélplﬁl = (ﬁ— p) (713)

3Con el propésito de presentar una expresién legible se ha suprimido al operador promedio vo-

lumétrico.
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donde k es un parametro que coadyuva a facilitar la aproximacién

(P—p)=0 (7.14)

- g
V- aipiuy = e

la introduccién de esta variable ficticia transforma la formulacion débil obtenida en §7.1.3,

Transporte de momentum

/5’1_[1 : Oélplﬁl . V'l_[l dv + / Oé”tV(Sﬁl : Vﬁl dv + / Oé”LV(S’lTl . V’l_[lt dv
Q Q Q

+ K/ al(V . 561)(V . ’Jl) dv + K/(V : 5&1)(Va1)ﬁl dv
Q Q

—/a1p1561~§dv—/5ﬁ1-@)1 dv
Q Q

:K,/ (SﬁlOél(V'ﬁl)'ﬁdS—l—lﬂl/ 5271(Va1-ﬁ1)-ﬁd3
o0N o0

+ / (5?71 . Oé”iV?jl -1 ds —|—/ (5?71 . OéLU/Vﬁlt -1 ds
0N 0N

—/5171'V041 ﬁdv—/éﬁl Oél'VﬁdU (715)
Q Q

Ecuacion de continuidad

m/ép proaV - il dv+f£/5p mVaq - dv+/5p ap dv:/ép ap dv  (7.16)
) Q Q Q

Puesto que la resolucion del sistema discreto asociado a la formulacion variacional
anterior, se desarrolla sobre un proceso iterativo, debido en primer instancia al término
convectivo; o bien, a la naturaleza de algunos de los términos de transporte de momentum
interfacial, como es el caso de la fuerza de arrastre. Esto ocasiona que se genere una serie
consecutiva de soluciones para el campo escalar presién: p™, p@ . ... p*): que bajo un

esquema de convergencia numérica estable, satisface
1p® = p@|| > [[p® = pP || > - > [p® = p*V| > . (7.17)

Por tanto, una excelente eleccion de la variable ficticia p, corresponde a la solucién obte-
nida previamente para la variable presién con respecto a la iteracion actual que se desea
computar; medida que regularmente asegura la estabilidad de la convergencia para la

iteracion posterior.
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7.1.5. Discretizacion de la fase dispersa

Independientemente del tipo de fuerzas que se introducen para modelar el compor-
tamiento del movimiento de un particula, el método discretizacion utilizado en este pro-
yecto sobre tales ecuaciones es invariante. Por tanto, si se generaliza para cada una de

las particulas la ecuacion de conservacién de momentum, esta corresponde a
dily -
Z k
QoPo—— = F2 (718)
dt -

donde las cantidades vectoriales F¥, denotan a las fuerzas de arrastre, basset, Magnus,
etc. Entonces, si el campo vectorial @, denota a la aceleracion neta que sufre una particula,

la ecuacién de conservacion de momentum se transforma?

a_; (7.19)
dt

La primera asuncién impuesta a la ecuacion de transporte anterior, es considerar que en
la vecindad del valor de t, la aceleracién es aproximadamente constante; por supuesto,
todo esto bajo el esquema de utilizar intervalos de tiempo pequenos 0t. Asi, la ecuacién

de traslacién de una particula, esta dada por

dzr
— =a(t —ty) + U 7.20

=t~ to) + (7.20)
Si asume que el estado de una particula en un tiempo t, estd dada por las coordenadas
(2, Uy,), después de un intervalo de tiempo dt, el estado final de la particula corresponde

a las coordenadas (%41, U,41), donde

1 1 1 1
1 1 1 1

los desplazamientos parciales 6z!, §22, §2°, 2%, son definidos mediante
07Y = (T, tn)0t? + 10,0t
617 = a(Z, + 1621, + 160)6t% + @, 6t
0 = a

07t = a(z, + 013, t, + 6t)0t? + i, ot

4Se ha suprimido el subindice para obtener una representacién més legible.
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las variaciones parciales de la velocidad du', 6u?, a2, dut, se sugiere que correspondan a

ot = a(T,t,)ot
ou? = (T, + 300" t, + 50t)dt
0wt = a(Z, + 302 t, + 50t)dt
out = a(x, + 0830t t, + ot)ot
Es necesario precisar que la metodologia aplicada anteriormente esta basada sobre una
discretizacion explicita Runge-Kutta de orden 4. Y tiene como objeto minimizar las

desviaciones generadas por la consideracion de asumir una aceleracion constante.

7.2. Esquema numérico general

La metodologia desarrollada para la resolucién del modelo matematico planteado pre-
viamente, consistié en una implementacién hibrida CEL-ALE; puesto que considera una
formulacién Euleriana para la fase continua y una formulacién Lagrangiana para la fase
dispersa, valiéndose de una constante rezonificacion de la malla Lagrangiana para evitar

los problemas asociados a las deformaciones excesivas.

El costo computacional de implementar una constante rezonificacién en la formu-
lacién Lagrangiana, se evita a través de una interpolacion gaussiana sobre una rejilla,
misma que ha sido definida en §6.4.1. Esta clase de interpolacién posee la caracteristica
de requerir un bajo tiempo de ejecucién para su construccién, dada la naturaleza de su

implementacion.

La resolucion del sistema integrodiferencial asociado a la fase continua se obtuvo a
través del método del elemento finito auxiliado por la técnica del Lagrangiano aumen-
tado (§7.1.4). La fraccién volumétrica se computo a través de la fase dispersa; por tanto,
el resultado de este sistema diferencial condujo a la evaluacién del campo vectorial de

velocidad y al campo escalar de presion correspondiente a la fase continua.
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Con respecto a la fase dispersa, aunque su desarrollo numérico se plantea desde una
rejilla, esta representacion solo tiene como objeto la formulacién de un moédulo de acople
entre la fase dispersa y la fase continua. De hecho, los nodos de la rejilla se consideraron
como particulas individuales cuyo desplazamiento esta sujeto a las fuerzas interfaciales a

las cuales se encuentran sometidas por la fase continua.

La resolucion del sistema diferencial que describe el movimiento individual de cada
particula, se desarrollé a través de una discretizacion explicita Runge-Kutta de orden 4,
tal como se expresa en §7.1.5. Como resulta evidente, esta discretizacién requirié inter-
polaciones en la vecindad de cada particula, mismas que fueron obtenidas mediante la

interpolacién gaussiana construida para la fase dispersa.

La fraccién volumétrica se traté de manera similar al método del punto material (York
y col., 2000), una interesante técnica que opera sobre una representacién dual (discreta-
continua) de un fenémeno fisico, la cual es muy utilizada en simulaciones de mecénica
estructural. Se basa en la utilizaciéon de un conjunto de particulas, las cuales capturan
las propiedades mecdnicas del material (masa, velocidad, esfuerzo, deformacién) sobre los
puntos espaciales donde se localizan. Posteriormente, estas propiedades son conferidas a
un conjunto de nodos que conforman una malla estructurada sobre el dominio, a través
de una ponderacién con funciones de forma asociadas a las celdas de la malla, y asi se

genera la formulaciéon de un sistema discreto de caracter nodal.

En este caso, dada la particularidad de la metodologia aplicada en esta tesis, la
particula en su desplazamiento arrastra el valor de la fraccion volumétrica de su po-
sicion inicial a su posicion final. La conexién particula-nodo, ocasiona que la rejilla que
inicialmente presenta una forma homogénea, se deforme ligeramente (dependiente del
intervalo de tiempo considerado). Por tanto, es necesaria la rezonificacién de la rejilla,
proceso numeérico que se logra utilizando la técnica expresada en §6.4.2; y con ello, es
posible determinar el nuevo valor de la fraccién volumétrica en la posicién inicial del

desplazamiento de la particula. Por supuesto, este proceso de rezonificacién constante de
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la rejilla, conlleva a que en cada iteracion se pierda el rastro del conjunto de particulas
desplazadas, y se genere un nuevo conjunto de particulas a desplazar para la proxima
iteracion. El valor de la fraccion volumétrica y su gradiente, utilizado en la descripcién
matematica para la fase continua, se realizé a través de un mapeo de la interpolacién
gaussiana sobre una rejilla, a la interpolacion de elemento finito, lo que resulté en una
implementacién numérica natural para la formulacion por elementos finitos implemen-

tada para la fase continua.

En conclusiéon, el esquema general utilizado para resolver al conjunto de sistemas
integrodiferenciales expresados para la fase continua y dispersa, fue iterativo, puesto
que ambos sistemas integrodiferenciales no se resolvieron simultdneamente; sino que, la
informacion de un sistema integrodiferencial de una fase, aporta la informacién numérica

necesaria para resolver al sistema integrodiferencial de la otra fase, de manera secuencial.

7.3. Ensayo del modelo

El modelo matematico propuesto, se ensayo sobre el estado hidrodindmico que con-
forma el movimiento de un fluido dentro de un par de cilindros concéntricos (un cilindro
estacionario y otro mévil), ante la perturbacién que genera la adicién de un pulso de

particulas (donde el tamano de cada particula fue del orden de una bacteria).

El sistema integrodiferencial de la fase continua y discreta, se adimensionalizo a través

de las siguientes transformaciones:

7 b= R, (7.23)
* T * Yy * T2

_ _ Y. _ 24

"R YR "TR (7.24)

donde ry corresponde al radio de las particulas; la notacién i}, generaliza al campo vecto-
rial de la fase continua w7, y la fase dispersa wy; el escalar p,, representa a la densidad de
la fase continua; y pg a un valor de referencia de la presion p. Los parametros utilizados en

la adimensionalizacién, corresponden a: U,, la velocidad lineal del cilindro mévil (cilindro
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exterior); y R,, al radio del cilindro exterior.

Los valores de los parametros fisicos utilizados fueron:

k k
Re=025m; Uc=00082; u=0001—0—; p =1000—2
S m - S m

k
ro=1pm; Cp=100; py = 10002
m
considerando al niimero de Reynolds como

_ P1 UcRc
12

Re

(7.25)

el régimen de flujo analizado, corresponde al laminar, Re = 2 000.

Se utilizé un pulso circular de radio 0,1 con ubicaciéon del origen en las coordenadas
(0.00,0.75); medidas geométricas referidas al dominio adimensionalizado. El pulso estaba

conformado por la fase dispersa con una fraccion volumétrica de ap = 0,05.

El sistema integrodiferencial para la fase continua, se resolvié mediante el FEM, sobre
una malla conformada por 7 834 elementos triangulares de orden cuadratico. Se utilizé in-
terpolacion lineal para el campo escalar de presion e interpolacion cuadratica para los
dos componentes del campo vectorial de velocidad, lo cual implicé un sistema discreto

de 36 163 grados de libertad.

La malla se generé mediante el software generador Gmsh. Y la conectividad ele-
mental se optimizé mediante el algoritmo de Gibbs-Poole-Stockmeyer, el cual redujo la
semibanda al valor de 589, lo que se traduce en un 3,2 % del ntimero de datos necesarios

para una matriz completa.

La resolucion del sistema diferencial para la fase dispersa, se realizé a través del
esquema numeérico propuesto en §7.2. Esto requirié de una rejilla homogénea definida
sobre el dominio: —1,1 < x < 1,1; —1,1 < y < 1,1; con el propédsito de evitar posibles

errores de interpolacion en la vecindad del contorno. Los nodos de la rejilla fuera del
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Figura 7.1: Dominio discretizado en elementos triangulares.

dominio preescrito, se consideraron inactivos dentro del proceso numérico. El factor de
subdivisién utilizado en la discretizacién, permitié la generacién de celdas de tamafo =2-;

300
resolucion que permite que cada elemento triangular contenga aproximadamente 6 celdas.

Para evitar la problematica asociada como sucede con el SPH por el uso de funciones
gaussianas y que concierne a la conservacion de la masa de las particulas, se realizé un
ajuste numeérico sobre la fraccién volumétrica de las particulas. Aunque las desviaciones
de la conservacion de la masa de las particulas siempre fueron del orden 0,1 % por cada

iteracion, la correccion se aplicé para evitar un error acumulativo significativo.

Con respecto al error numérico, la tolerancia permitida fue del orden de 1x10~' para
la norma del error relativo de la solucién algebraica del sistema discreto. Y el criterio de

convergencia fue del orden de 1x10~° para la solucién iterativa del sistema matemdtico
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implementado para la fase continua. Se ensayé con el método iterativo Bi-CGSTAB,
mismo que manifestd deficiencia debido a que en el mismo tiempo de ejecucion utilizado
por los métodos de descomposicion LU, solamente se alcanz6 un error relativo del orden de
1x1078. Los resultados graficos obtenidos para la fase continua en la simulacién numérica,

se exponen a través de las figuras 7.2, 7.3, 7.4 y 7.5.
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0.94 0.965 0.99

0.94 0.965 0.99

(b) t* = 0,00110.

Figura 7.2: Dindmica de la fraccién volumétrica para la fase continua.
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0.94 0.965 0.99

0.94 0.965 0.99

(d) t* = 0,00335.

Figura 7.2: Dindmica de la fraccién volumétrica para la fase continua.
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1 0 1

(a) t* = 0,00000.

1 0 1

(b) t* = 0,00110.

Figura 7.3: Dinamica del componente = de la velocidad para la fase continua.
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-1 0 1
[ I I B B B A L O I B B A

(c) t* = 0,00225.

-1 0 1
[ I I B B B A L O I B B A

(d) t* = 0,00335.

Figura 7.3: Dinamica del componente = de la velocidad para la fase continua.
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1 0 1

(a) t* = 0,00000.

1 0 1

(b) t* = 0,00110.

Figura 7.4: Dindmica del componente y de la velocidad para la fase continua.
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-1 0 1
[ I I B B B A L O I B B A

(c) t* = 0,00225.

-1 0 1
[ I I B B B A L O I B B A

(d) t* = 0,00335.

Figura 7.4: Dindmica del componente y de la velocidad para la fase continua.



7. RESULTADOS Y DISCUSION 158

-0.0765 0.0326 0.142

(a) t* = 0,00000.

-0.0767 0.0327 0.142

(b) t* = 0,00110.

Figura 7.5: Dinamica de la presién para la fase continua.
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-0.0769 0.0327 0.142

-0.077 0.0326 0.142

(d) ¢* = 0,00335.

Figura 7.5: Dinamica de la presién para la fase continua.



7. RESULTADOS Y DISCUSION 160

7.4. Evaluacion de parametros macroscépicos

La potencia y el tiempo de mezclado, corresponden a dos de los pardmetros ma-
croscopicos considerados mas importantes del estado hidrodindmico de un sistema fisico.
La potencia P, definida directamente del producto entre el torque ||| y la velocidad
angular w, en el caso de sistemas rotativos, presenta la complejidad de su evaluacion en

la determinacién del torque, el cudl corresponde a

f:/fx(a-ﬁ) ds (7.26)
S

donde S es la superficie desde donde se impulsa al sistema a rotar, y el vector 7 corres-
ponde al vector unitario normal a la superficie S localizado en ¥. También es posible

construir una variable adimensional para el torque a través de la expresion,

1 —
= T
pUD?

Con respecto al tiempo de mezclado, se puede manifestar que corresponde a la am-

T’*

(7.27)

plitud temporal necesaria para homogenizar la perturbacién, generada a un sistema hi-
drodindmico por la adicién de un elemento traza, a través de mecanismos convectivos y
difusivos. Por tanto, ello vuelve necesario la introduccién de un parametro que cuantifi-
que el grado de inhomogeneidad de una perturbacion aplicada a la hidrodindmica de un

sistema fisico. En esta tesis se proponen las expresiones

() = \/fg[aluzo,f}g—jvl(t*,fﬂ Wy = ) (7.28)

donde a; corresponde a la fraccion volumétrica de la fase continua.

En el caso del problema abordado §7.3, a pesar de que la perturbacién utilizada
presenta su total homogeneizacién cuando «y(t* ,7) = 0,99933333. En una amplitud
temporal del orden de t* ~ 0,003, se gener6 una perturbacién en el torque del 9,5 %, y

un detrimento de la inhomogeneidad inicial del 50 %.



7. RESULTADOS Y DISCUSION 161

0.9

0.8

0.7 —

0.6 —

grado de inhomogeneidad (v*)

I I I I
0 0.001 0.002 0.003

tiempo (t*)

Figura 7.6: Dinamica de homogeneizacién ante una perturbacién.

Este resultado, pone en manifiesto el grado de sensibilidad que captura el modelo
matematico multifasico propuesto, ain para particulas del orden de 1um. A través de las
figuras 7.6 y 7.7 se expone la dindamica del torque y del grado de inhomogeneidad durante

la evolucion de la perturbacion.

2.8

2.75 —

2.7+

Torque (T%)

2.65

2.6 -

I I I I
0 0.001 0.002 0.003

tiempo (t*)

Figura 7.7: Dindmica del torque ante una perturbacion.
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7.5. Interpolacion gaussiana

A continuacién se expone el grado de aproximacién que genera el uso de una interpo-
lacién gaussiana sobre una rejilla tanto homogénea como deformada. Lo cual se ejemplifica
a través de una funcién que puede considerarse problematica durante la implementacion

de una interpolacién.

7.5.1. Sobre una rejilla homogénea

Con el proposito de evaluar el grado de exactitud, que ofrece el método de in-
terpolacion gaussiana mediante una rejilla, descrito en §6.4.1; considérese la funcién
f(x,y) = sen(wzy) cuya naturaleza se muestra en la figura 7.8, definida en el domi-

nioo -1 <xr<1; -1 <y <1,

R
ALK
%

RXLRRNRR,
ZRRAERRARAXAK
S
SIS
% 5

BRI
KRR IKEXRERN
SRR KL RINKAOIRN

0102t070set
e

coto e lorte o
QG
'l,:c, Y
ol
0

Figura 7.8: Naturaleza de la funcién f(z,y) = sen(mzy).

Tomando un factor de subdivisién n, cada uno de los nodos PFj; (=A< i< n+ A\
-\ < j <n+ ), que conforman la rejilla requerida para esta funcién, estdan definidos

mediante las coordenadas

2L 2L
r;=—-L+—i; y;=—-L+ —j; donde L=1 (7.29)
n n

La introduccion del parametro A tiene como objeto detrimentar el error en las interpola-

ciones realizadas en vecindad de la frontera del dominio. Por lo regular, es suficiente con



7. RESULTADOS Y DISCUSION 163

A > 3. Con esto, la interpolacion se expresa mediante

n+A nt+A
1 1, ny/(x — ;)% + (y — y;)?
g(x,y) = i;/\j;/\ Qi exp(—ﬁzij) con  z;; = 5 (7.30)
El asumir que los pardmetros c;j, estan determinados mediante «;; = f(z;,y;), trae

consigo un error relativo €(x,y) dependiente del factor de subdivisién n utilizado en la

rejilla
e(z,y) = L& ‘?(; 5)(:6’ v) (7.31)

Evaluando aleatoriamente a 10000 puntos dentro del dominio definido para la funcién

f(z,y), los errores relativos de interpolacién se presentan en la figura 7.9.

n-factor de subdivision

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0 ===t

213

T

-10

Figura 7.9: Errores relativos de una interpolacién gaussiana

sobre una rejilla homogénea.

7.5.2. Sobre una rejilla deformada

Considérese a ¢ una variable aleatoria comprendida en el rango —1 < ¢ < 1, y al
parametro d,,., la maxima desviacién que puede sufrir un nodo con respecto a algunos de
sus ejes coordenados durante la deformacion de una rejilla. Asi, la deformacion aleatoria

de una rejilla homogénea modifica la posicién de los nodos expresados por (7.29) a

2L y 2L g
T =—L+—i+¢7 dnae; Yj=—L+—j+&; dpner; donde L =1 (7.32)
n n
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Refiriendo el parametro d,,,, con respecto al tamano de la celda de la rejilla, se tiene

2L
Amaz = —7 con 0<~v<0,1 (7.33)

n
Se ha considerado en esta definicién, una deformacién méxima del 10% del tamafno
de la celda. Lo cual corresponde a una deformacion excesiva, de acuerdo al grado de

aproximacion expuesto en la figura 7.10.

n-factor de subdivisién n-factor de subdivisién
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
-1 } } -1
R IR RSN R R AR RERERR 2
: B R R SR RREEREISEREEE
4 4
2 2
-6 -6
I -7
-8 -8
-9 -9
-10 -10
Caso 1: v=0.1 Caso 2: v=0.01
n-factor de subdivision n-factor de subdivision
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0 —————————— 0 ——————————
-1 -1
L E S E
SIREERIREISERERS i
4 -4
o) o) RESERISTRISE
2 2
-6 -6
7 7
-8 -8
-9 -9
10 10
Caso 3: v =0.001 Caso 4: v = 0.0001

Figura 7.10: Errores relativos de una interpolacién gaussiana sobre una rejilla deformada.
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7.5.3. Proceso de refinamiento

En los ejemplos anteriores no se ha introducido el proceso de refinamiento en la imple-
mentacién de las interpolaciones sobre una rejilla homogénea o deformada. A continuacién

se expone el efecto que ocasiona sobre la implementacién de una interpolacion gaussiana.

En la figura 7.11 se muestra el efecto que ocasiona el grado de deformacién de una

rejilla.

Iteracién de refinamiento

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

o

0...
L ]
3+, 00000000

41 ¥ llll..........

10 +
11 X
-12 XX X XXX XXXXXXXXXXX

-13

-14

-15

x v=0 = v=0.01 e v=0.1

Figura 7.11: Interpolaciéon gaussiana con n = 300.

Y en la figura 7.12 se muestra el efecto que ocasiona el factor de subdivisién en una

rejilla homogénea.



7. RESULTADOS Y DISCUSION

166

210 4
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-13
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Iteracién de refinamiento
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° X «
x X X X
] X XXXXXXXX
o m
. .=t
© 06 0000606000000 0 0 00

X n=7T5 = n =150 e n =300

Figura 7.12: Interpolaciéon gaussiana sobre una rejilla homogénea.

Estos resultados exponen la calidad que puede ser alcanzada a través de unas cuantas

iteraciones de refinamiento en una interpolacién gaussiana sobre una rejilla homogénea.

Con respecto a la rejilla ligeramente deformada, aunque los resultados no son tan preci-

sos, son aceptables. Sin embargo, la fortaleza de esta interpolacién, radica en la rapidez

computacional de su construccién.



Capitulo 8
CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente proyecto de investigacion se detallan a continuacion:

1. Se desarroll6 una libreria en lenguaje C++ para la resolucion de sistemas integrodi-
ferenciales mediante el FEM, completamente funcional para dominios discretizados

en elementos geométricos triangulares y tetraédricos.

2. Se formulé un modelo matematico para un fluido multifasico sélido-liquido; en
el cual, el tamano de las particulas utilizadas fue del orden de una bacteria. La
resolucion numérica mostré una adecuada estabilidad de convergencia, condicionada

a una discretizacion refinada del dominio y a un breve paso de tiempo.

3. La implementacién de una representacién dual (discreta-continua) para la fase dis-
persa descrita bajo un enfoque Lagrangiano, en conjunto con una interpolacién
gaussiana sobre una rejilla, condujo una rapida ejecucion numérica de la rezonifi-
cacion de la malla Lagrangiana. Requerimiento numérico indispensable, debido a

que el esquema numérico utilizado fue una conjuncion de los métodos ALE y CEL.

4. Se obtuvo proceso numérico eficiente durante el acoplamiento de transferencia in-

terfacial a través de la utilizacién de una interpolacién gaussiana sobre una rejilla.

5. El modelo matematico se ensayé sobre el flujo monofasico desarrollado dentro de un
par de cilindros concéntricos, perturbado por la adiciéon de un pulso de particulas.
A pesar de que la relacion de volimenes de la fase discreta y la fase continua fue
del orden 1x107%, el esquema numérico implementado mostré una adecuada sensi-
bilidad, lo cual se hace evidente en la dinamica del torque y de homogeneizacién,

obtenida.
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APENDICE A
FUNCIONES DE INTERPOLACIC)N

Linea de Orden Lineal

o1 = 1-—r 1 o
¢2 = T (050) (170)
Linea de Orden Cuadratica
¢1 = (27‘ — 1)(7‘ — 1)
1 3 2
¢2 = T(2T — 1) (0,0) (%70) (1/0)
3 = 1—(2r—1)*
Triangulo de Orden Lineal
(0,1)
u = 1—r—s 3
o = u
¢2 = T
¢3 = s ’
1 2
(0,0) (1,0) r
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Triangulo de Orden Cuadratico

Cuadrilatero de

u
b1
P2
¢3
b4
b5
o

b1
b2
b3
b4

Cuadprilatero de

b1
b2
b3
P4
s
bs
b7
s
b9

= 1l—-r—s
= —u(l-—2u)
= —r(l-2r)
= —s(1—2s)
= dru

= drs

= 4su

Orden Lineal

11-r)(1-s
T(1+7)(1—s
1A+ +s
1-r1+s

Orden Cuadratico

srs(l—r)(1 —s)
—3rs(1+7)(1—s)
ars(1+7)(1+s)
—1rs(1—=7r)(1+s)
2s(1—r?)(1—5s)
%T(l —s3)(1+7)
1s(1—7r%)(1+s)
—ir(l—s*)(1-r)

(1—-7r?)(1 - s?)

(1, 1) (1,1)
2 3]
1 2
(-1.-1) (1,1)
1,1)  (0,1) (1,1)
7 » 3
(-1, 0)48 (0?0) 64( 1,0)
1 5 2
(-1 1) (0-1)  (1.-1)
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Tetraedro de Orden Lineal

u = 1l—r—s—t
¢ = u
¢ = T
¢3 = s
bs = 1

Tetraedro de Orden Cuadratico

b1
b2
¢3
P4
b5

u=1—-r—s—t

—u(l —2u)
—r(l —2r)
—s(1 —2s)
—t(1 — 2t)
dru

bs
b7
g
b9
P10

Hexaedro de Orden Lineal

a
az
b1
ba
c1

2

147
1—r
1+s
1—s
141t
1—t¢

b1
b2
b3
b4
b5
b6
b7
g

= Adrs
= 4dsu
= dtu
= 4st
= Adrt

azbaco

aibaca

IS
=

=
[y

Q
N

azbyco
azbacy
aibacy

aibicy

Q= 00| 00— 0ol 00| 00| 0ol 00|

<
[\

>
[y

)
A%

(1,0,0)

(1,0,0)

(1-1,1)

(0,0,1)

(0,0,0)

(-1-1,1)

(-1,1,1)

1,1,1)

1
(-1,-1,-1)

(1-1-1)

(1, 1,-1)
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Hexaedro de Orden Cuadratico

01 —érst(l—r)(l—s)(l —t) ¢10 = %rt(l—sQ)(l —r)(1—1)
2 érst(l +r)(1—s)(1-1) o111 = %rs(l —t2)(1 —r)(1 —s)
b3 —Lrst(l+r)(L+s)(1—t) ¢z = —3rt(l—s)(1+7r)(1—1t)
P4 érst(l —r)(1+s)(1—1¢) 13 —%7’5(1 — (1 +7r)(1—s)
o5 %rst(l—r)(l —s)(1+1¢) P14 = —ist(l—rz)(l—i-s)(l—t)
o6 —érst(l—l—r)(l—s)(l +t) P15 = %rs(l—tz)(l—l-r)(l—i-s)
foxe %Tst(l—i—r)(l—l—s)(l—i—t) P16 = —irs(l—tQ)(l—r)(l—i-s)
b3 —grst(l—r)(1+s)(1+1) g7 = —gst(l—r?)(1—s)(1+1)
b9 Fst(l—r?)(1—s)(1—1t) p1s = —3rt(l—sH)(1—r)(1+1)
(-1-1,1) (-1,0,1) (1,1, 1)
5 18
26
(0,1, D)f17 (0,.0‘1)23(0 1, 1)#20
(A-1,0)11 1.9 0) 164(-1, 1, 0)
(11, fe ( 1’1(;’ Y ={(1.1,1)
2.2 2.7 2.5
(0L, (00,0, [(oLof .
(1T-1-1) (1, 0-1)
24
(1-1,0)413 (1%, o 15¢( 1, 1, f)
9#( 0,-1,-1) (0,'(),-1) 4d( 0, 1,-1)
12 3
(1-1-1) (1,0:1) (1,1-1)
Prisma de Orden Lineal
u = 1—r—s (0,0.1)
1
a = 3(1-t)
b = %(1+t) 5(14),1)
1 = ua
$p2 = ra
¢z = sa
¢s = ub
¢5 = rb
¢ = sb

19
@20

$22
$23
P24
$25
26
P27

= lrt1 - )+ +1)
= —st(l -1 +s)(1+1)
=~ -1 -1 -1
——s(l —r2)(1 —2)(1 — s)
= —ira-s5H -1 -r)

= %r(l—sQ)(l—tz)(l—l-r)
= %s(l—rQ)(l—tz)(l—l-s)
= %t(l —r2)(1—s2)(1+1)
= (- (-)1-8)

(0,1,1)
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Prisma de Orden Cuadratico

o1
b2
b3
P4
b5

b1
b2
b3
b4
b5
o
b7
s
b9

u=1—r—s

Jut(1—2u)(1—1t) b0 = —2rst(l—1t)
irt(1—2r)(1—t) é11 = —r(1—2r)(1—1t?)
$st(1—2s)(1—1t) b2 = —s(1—2s)(1—1?)
—gut(l —2u)(1+1) $13 = 2urt(l+1t)
—2rt(1—2r)(1+1) $1a = 2ust(l+1)
—2st(1—2s)(1+1) b5 = 2rst(l+1)
—2urt(l —t) b6 = Adur(l—t?)
—2ust(l —t) d17 = 4dus(l—t?)
—u(1 —2u)(1 —t?) P = drs(l—1t?)
(0,0,1) (0,3.1) (0,1,1)
4 14 6
(3:0.1) 15
13 (1L
5
(1,0,1) t
4
90008 120010 7)—
16 18
(4,000 (3,20
114( 1,0, 0)
(0,1,-1)
(-1,1,0) 4
1—r—t)(41 —1t)~*
_ A
1+r—1t)(4(1 —1)) (_1,_1’(5 (0.0, s ‘
1+r—1)(4(1 —t)! <
1—7r—t)4(1—1t)t ?1, 1,0) r

2(1,1,0)
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Piramide de Orden Cuadratico

¢ =
p2 =
¢z =
by =
b5
b6
o7
s
P9
$10
P11
P12
P13
P14

—r—t)(1—s—1t)(=s—t)(4(1 —t)(1 —2t))7!
)(1— s —1)(=s — £)(4(1 — )(1 — 2t))"!
YA +s—t)(s — ) (4(1 — £)(1 — 2t)) !
—r—t)(1+s—t)(s—t)(4(1 —-t)(1—2t) !

r—t
r—t




APENDICE B
GRADIENTES DE INTERPOLACI()N: DOMINIO

Linea de Orden Lineal

Linea de Orden Cuadratico

sz?:( lor—1) L@r+1) —2r )

Triangulo de Orden Lineal

Triangulo de Orden Cuadratico

- 1—4u —144r 0 d(u—r) 4s —4s
Vo=
1—4u 0 —1+4s —4r  4dr 4(u—s)
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Cuadrilatero de Orden Lineal

. -1+ La-s)
V¢ = (; !

Cuadrilatero de Orden Cuadratico

%(1—27")(1 s)s %(1—28)(1—7’)7"
—1(1+2r)(1—s)s —1(1—28)(1+7)r
11+2r)(1+s)s  T(A+2s)(1+7)r
—1(1=2r)(14s)s —1(1+2s)(1—r)r
Vot = (1—s)rs —2(1=r?)(1—2s)
1(1—sH)(1+2r) —(1+r)rs
—(1+9)rs 1(1—7r%)(1+2s)
—3(1—s*)(1—2r) (I—=r)rs
—2(1—s%)r —2(1—1r%)s
Tetraedro de Orden Lineal
-1 1 0 0
Vé=| -1 0 1 0
-1 0 0 1
Tetraedro de Orden Cuadratico
1—4u —-1+44r 0 0 d(u—r) 4s —4s —4t 0 4t
Vé=| 1-4u 0  —144s 0 —dr 4 Au—s) —4t 4t 0

1—4u 0 0 —1+4t —4r 0 —4s  A(u—1t) 4s 4r
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Hexaedro de Orden Lineal

ar = 1+r
a = 1-—r
—baca  baca  bica  —bica —baci  baci  bicn —bicy b~ 14
V¢?: —a2C2 —a1C2 a1c2 a2C2 —a2¢1 —aifr a1 a2€C1 bl — 1_s
—agby  —aiby —aiby —agby  agby aiby  aiby  azby cj — 14
co = 1—1t
Hexaedro de Orden Cuadratico
—%st(l —2r) (1 —s)(1—1¢) ——T’t(l —7r)(1—=2s)(1—1¢) —%rs(l—r)(l —s)(1—2¢t)
%st(l +2r)(1 —s)(1—1¢) —T’t(l +7)(1—2s)(1 —¢) %rs( +7r)(1—s)(1—2t)
—Lst(l+2r)(1+s)(1—t) —2rt(l+r)1+2s)1—1) —Zrs(l+r)(1+s)(1—2t)
tst(l—2r)(1+s)(1—1) rt(l—r)(1+2s) (1 —t)  grs(1—r)(1+s)(1—2t)
$st(l—2r)(1—s)(1+1t) trt(l—r)(1—2s)(1+1) trs(1—r)(1 —s)(1+2t)
—3st(l+2r)(1—s) (14t —rt(l+r)(1—2s)(1+1) —grs(L+r)(1—s)(1+2t)
Lst(l+2r)(1+s)(1+1t) rt(l4+r)(1+2s)1+1)  grs(L+7)(1+s)(1+2t)
—%st(l =2r)(1+s)(1+1) —grt(l —r)(1+2s)(1+41¢) —%rs(l r)(1 4 s)(1+ 2t)
—3rst(l—s)(1—1t) A —rH(1—2s)1—1)  Es(1—r2)(1—s)(1-2t)
(1 —sH)(1 —2r)(1—1) —Srst(l—r)(1—1) Tr(1=s2)(1—r)(1 —2t)
is(l—tz)(1—2r)( s) ir(l—tz)(l—r)(1—2s) —%rst(l r)(1 —s)
L@ -sHa+2r)(1-1) Irstl+r)(1—t) —ir(1—s)(Q+r)(1-2t)
—1s1 -1 +2r)(1—-s) —ir@-tH)Q+r)(1-2s) Lrstl+r)(1—s)
Vo'l = Lrst+s)1—t) -1t -1 +28)(1—1t) —Ls(1—r2)(1+s)(1—2t)
1s(1—12)(1 +2r)(1 4 s) Ir(l =) +r)(1 +2s) —4rst(1+r)(1+s)
—3s(1 =) =2r)(1+5) —ir(1—t)(1—r)(1+2s) irst(l—r)(1+s)
lrst(1—s)(1+t) —3t(1—r)1—2s)1+1) —2s(1—r2)(1—s)(1+2t)
-l -sHa-2r)(1+1) irstl—r)(14t) —ir(1—-sH)(Q-r)(1+2t)
11— s2)(1 4+ 2r)(1 + ) —irstl+r)(1+1) Lr(1—s%)(1 +r)(1+28)
—grst(l+s)(1+1) (1 —r) (1 +2s)(1+1) $5(1 =121+ s)(1 +2t)
rt(1 —s2)(1 —t) st(l—r?)(1—t) —3(1—r3)(1—s)(1-2t)
rs(1—t2)(1 —s) —%(1—r2)(1—t2)(1 — 2s) st(1 —r2)(1 —s)
—%(1 —s2)(1 —2)(1 —2r) rs(1—t2)(1 —r) rt(1 —s2)(1 —r)
%(1—52)(1—152)(14-27‘) —rs(1—t2)(1 +7) —rt(1 —s2)(1 +7)
—rs(1 —t2)(1 + s) %(1—7"2)(1—1&2)(1—4—25) —st(1—1r2)(1 +s)
—rt(1 — s2)(1 + 1) —st(1 —r2)(1 + 1) 1 —rH)(1 —s?)(1+28)
—2r(1—s2)(1 —12) —25(1 —r2)(1 —t?) —2t(1 —r2)(1 — s?)
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Prisma de Orden Lineal

Prisma de Orden Cuadratico
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APENDICE C

GRADIENTES DE INTERPOLACION: CONTORNO

Triangulo de Orden Lineal

Contorno: s =0

V(Ez(-l 1 0) donde VE[Q]

Contorno: 1 —r—s=20

- o
Contorno: r =0
. (9

Triangulo de Orden Cuadratico

Contorno: s =0

—

0
V¢=<4r—3, 4r—1, 0, 4—8r, 0, O) donde VE[E]

Contorno: 1 —r —s=20

b B
V¢:<O, 1—4r, 3—4r, 0, 8 —4, 0) donde VE{W}
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Contorno: r =0

> )
V¢=<4s—3, 0, 4s—1, 0, 0, 4—8s> donde Vz{—}

Tetraedro de Orden Cuadratico

Contorno: t =0

Contorno: s =0

Contorno: r =0

[=1—5s5—1 Vv

9 9
0s’ Ot

- -1 010
Vo =
-1 0 0 1
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Contorno: 1 —r—s—t=0

g 0

. (o -110
Ve =
0 -1 0 1

Tetraedro de Orden Cuadratico

Contorno: t =0

0 0
l=1—7r— = |=—, =
e v [87”08]
oo 1-4 —1+4 0 0 4(l—r) 45 —4s 0 0 0
1—4l 0 —14+4s 0 —4r 4r 4(l-s) 0 0 O
Contorno: s =0
0 0
=1—r— = |=—,—
! rot v {87"815}

B 1—4l —1+4r 0 0  4(—r) 0 0 —4t 0 4t
1—4 0 0 —1+4 —4r 0 0 4(l—t) 0 4r

Contorno: r =0

g 0
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vi 1—4 0 —1+44s 0 0 0 4(l—s) —4t 4t 0
1—41 0 0  —144 0 0 —4s 4(1—t) 4s 0

Contorno: 1 —r—s—t =10

l=1—s5—1 \V4

9 9
s’ ot

o (o 1—4l —1+4s 0 0 4(l—s) 0 0 4 —4t )

0 1—4 0 —1+4t 0 —4s 0 0 4s 4(—1)
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